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Esipuhe
Muutamien matemaattisten seikkailujen jälkeen oli selvää, että halusin tehdä graduni al-
gebrasta. Lineaarialgebra on ollut minulle aina läheinen aihe, mutta vasta tiettyjen palas-
ten loksahdettua kohdalleen aloin pitämään algebrasta todella paljon. Kuitenkin saatuani
tämän pro gradun aihe-ehdotuksen ohjaajaltani, täytyy myöntää, että aihe kuulosti aluk-
si tylsältä ryhmien luotteloinnilta. Tätä työtä tehdessäni, on minulle kuitenkin selvinnyt,
että tämä aihepiiri on juuri sitä aluetta joka jollakin tavalla kokoaa ryhmäteoriaa yh-
teen. Yksi kunnianhimoisimmista ryhmäteoreetikoiden töistä on ollut juuri (äärellisten
yksinkertaisten) ryhmien luokittelu. Tarina pienen kertaluvun ryhmien luokittelusta,
kuten vaimoni työn nimeksi ehdotti, ja sehän tästä oikeastaan tulikin. Kiitos ohjaajalle-
ni yliopistonlehtori Erik Elfvingille hyvästä aiheesta ja ohjauksesta. Kiitos myös toiselle
tarkastajalle yliopistonlehtori Johanna Rämölle.
Kiitos rakkaalle perheelleni tuesta ja ymmärryksestä. Tehtävä ei ole ollut aivan triviaali
päivätyön ja perhe-elämän lomassa.
Sisältö
1 Johdanto 2
2 Peruskäsitteet 4
2.1 Ryhmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Työkaluja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.1 Kuvauksista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.2 Lukuteoriaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.3 Yleistä ryhmäteoriaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2.4 Permutaatiot, ryhmän toiminta ja keskus . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.5 Sylowin aliryhmät . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Erityisiä ryhmiä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.1 Alternoiva ryhmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.2 Diedriryhmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3.3 Kvaternioryhmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3 Luokittelu 25
3.1 Yleisiä tapauksia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.1 Tapaukset 1 ja p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.2 Tapaus p2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.1.3 Tapaus 2p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1.4 Tapaus pq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Tapaukset 8 ja 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.1 Tapaus 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.2 Tapaus 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3 Yhteenveto pienistä kertaluvuista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4 Pidemmälle 45
4.1 Äärellisten Abelin ryhmien peruslause . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2 Äärellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelusta . . . . . . . . . . . . . . . 46
1
Johdanto
Ryhmä on matemaattisena käsitteenä kohtalaisen yksinkertainen. Kuitenkin, kun otetaan
jo kymmenenkin alkion joukko, alkaa olla kohtalaisen hankalaa miettiä millaisia erilaisia
mahdollisia laskutoimituksen määritelmiä tässä joukossa voi olla sisällyttäen ryhmän eh-
dot.
Tässä tutkielmassa perehdytään juuri tähän ongelmaan. Kohteena ovat erityisesti ker-
talukua 1−15 olevat ryhmät. Algebran mielessä kaksi ryhmää ovat samanlaiset, jos niiden
välille voidaan muodostaa isomorﬁsmi, eli bijektiivinen homomorﬁsmikuvaus. Bijektiivi-
syydellä varmistetaan, että ryhmät ovat saman kokoiset, ja saadaan vastaavuus ryhmien
alkioiden välille. Homomorﬁsuudella puolestaan varmistetaan, että laskutoimitukset näis-
sä ryhmissä käyttäytyvät samoilla tavoilla. Eli jos ryhmän X alkiot x1 ja x2 vastaavat
ryhmän Y alkioita y1 ja y2, niin myös näiden tulot x1 ?X x2 ja y1 ?Y y2 vastaavat toisi-
aan. Koska laskutoimitustaulu kertoo yksikäsitteisesti mikä ryhmä on kyseessä (ainakin
isomorﬁaa vaille), voidaan näin isomorﬁsmilla varmistaa, että näiden ryhmien X ja Y
laskutoimitustaulut ovat samankaltaiset. Keskeiset työkalut, joita tämän työn todistuk-
sissa käytetään ovat Lagrangen lause ja sen johdannaiset, Sylowin lause sekä Cauchyn ja
Cayleyn lauseet. Myös lukuteorian tietoja käytetään.
Olen pyrkinyt sisällyttämään kaiken työssä olennaisesti tarvittavan matematiikan. Pe-
rustuloksia ei kuitenkaan todisteta, sillä ne löytyvät peruskurssien kirjallisuudesta helpos-
ti. Luvussa 2 käydään läpi peruskäsitteet ja luvussa 3 suoritetaan varsinainen luokittelu.
Luvussa 3 esitetään kuitenkin vielä uutta apuvälineistöä sitä mukaa, kun tarve vaatii
ja näitä apuvälineitä käytetään myös tulevissa todistuksissa. Huomautettakoon, että osa
tuloksista on edellisten seurauksia, sillä esimerkiksi kertaluku 2p saataisiin kertaluvun
pq seurauksena. Tämä on ollut tietoinen päätös käsitellä nämä omina tapauksinaan yleis-
täen edellistä. Tällä tavalla olen pyrkinyt samaan näkökantaa siihen, mitä jonkin tuloksen
yleistäminen vaatii.
Työssä käsitellyt kertaluvut ovat seuraavat. Jos oletetaan, että p ja q ovat alkuluku-
ja, niin kertalukuja {2, 3, 5, 7, 11, 13}, {4, 9}, {6, 10, 14} ja {15} olevat ryhmät käsitellään
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yleisinä tapauksina (vastaavassa järjestyksessä: p, p2, 2p ja pq). Kertaluvut 8 ja 12 muo-
dostavat omat tapauksensa.
Yleisesti ottaen ryhmäteorialla on sovelluksia esimerkiksi kvanttimekaniikassa ja tie-
tojenkäsittelytieteessä (salausalgoritmit), unohtamatta tietenkään renkaiden ja kuntien
teoriaa, lineaarialgebraa ja oikeastaan melkein mitä tahansa muuta matematiikan osa-
aluetta.
Kuriositeettina: alla olevassa kuvassa1 näkyy kertalukua 72 olevan ryhmän Z6×Z12 (Z2×
Z3 × Z3 × Z4) laskutaulu, jossa jokaisella ryhmän alkiolla on oma värinsä.
1Kuva on luotu Group Explorer 2.2.0.0 nimisellä ohjelmalla, jonka on tehnyt Nathan Carter.
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Peruskäsitteet
Tässä luvussa määrittelemme peruskäsitteet, jotka muodostavat perustan ryhmäteorialle.
2.1 Ryhmä
Ryhmän käsitettä varten tarvitsemme hyvin perustavaa laatua olevan käsitteen joukko.
Olennaisesti joukolla tarkoitetaan jotain alkiokokoelmaa ja joukosta voidaan sanoa, kuu-
luuko jokin tietty alkio tähän joukkoon vai ei. Tässä työssä nojaudumme naiiviin joukko-
oppiin eli emme määrittele mitä joukko tai alkion kuuluminen (∈) joukkoon täsmällisesti
tarkoittavat. On kuitenkin hyvä tietää, että nämä käsitteet ovat määriteltävissä tarkem-
min aksiomaattisen joukko-opin keinoin.
Sanokaamme siis, että joukko on jokin kokoelma alkioita ja osaamme sanoa kuuluuko
alkio joukkoon vai ei. Joukko-opin peruskäsitteitä, kuten osajoukko (osajoukkoa merkitään
⊆ ja aitoa osajoukkoa ⊂), leikkaus, yhdiste, jne. emme tässä työssä tarkemmin määrittele
vaan ne oletetaan tunnetuiksi. Tyhjää joukkoa merkitään ∅.
Kaikki lähtee liikkeelle joukosta, jossa on määritelty laskutoimitus.
Määritelmä 2.1. Olkoon G joukko ja x, y ∈ G. Laskutoimitus · on sääntö, joka liittää
alkioihin x ja y jonkin yksikäsitteisen alkion z joukosta G. Merkitään x·y = z tai lyhentäen
xy = z.
Laskutoimitus voidaan ajatella myös kuvaukseksi, joka esitellään myöhemmin.
Määritelmä 2.2. Olkoon G joukko ja · laskutoimitus. Alkiota e ∈ G kutsutaan neutraa-
lialkioksi, jos
e · x = x ja x · e = x kaikilla x ∈ G.
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Määritelmä 2.3. Olkoon G joukko ja · laskutoimitus, jolla on neutraalialkio e. Olkoon
x ∈ G. Alkiota x′ kutsutaan alkion x käänteisalkioksi, jos
x · x′ = e ja x′ · x = e.
Käänteisalkiota merkitään usein myös x−1.
Määritelmä 2.4. Olkoon G joukko ja x, y, z ∈ G. Sanomme, että laskutoimitus · on
liitännäinen, mikäli
x · (y · z) = (x · y) · z kaikilla x, y, z ∈ G.
Määritelmä 2.5. Olkoon G joukko ja x, y ∈ G. Sanomme, että laskutoimitus · on vaih-
dannainen, mikäli
x · y = y · x kaikilla x, y ∈ G.
Näiden määritelmien avulla saamme määriteltyä ryhmän, joka on yksi abstraktin algebran
keskeisimmistä rakenteista.
Määritelmä 2.6. Olkoon G joukko ja · laskutoimitus. Sanomme, että G on ryhmä,
mikäli seuraavat ehdot ovat voimassa:
(i) Laskutoimitus · on liitännäinen.
(ii) Joukko G sisältää neutraalialkion laskutoimitukselle ·.
(iii) Jokaisella joukon G alkiolla on käänteisalkio.
Ryhmän määritelmässä esiintyvän joukon G on oltava suljettu laskutoimituksen · suh-
teen eli jokaisen laskutoimituksen tuloksen on löydyttävä joukosta itsestään, kuten an-
netusta laskutoimituksen määritelmästä ilmeneekin. Formaalimmin tämä siis tarkoittaa,
että kaikilla x, y ∈ G pätee x · y ∈ G. Kun tarkastetaan ryhmän ehtoja, on siis myös
syytä tarkistaa tämä ehto sekä se, että laskutoimitus on yksikäsitteinen (muuten las-
kutoimitus ei olisi kuvaus). Joukkoa G ja laskutoimitusta ·, jotka yhdessä muodostavat
ryhmän, merkitään (G, ·). Vaihdannaista ryhmää voidaan kutsua myös Abelin ryhmäksi
tai kommutatiiviseksi ryhmäksi (alkiot kommutoivat laskutoimituksen · suhteen). Mones-
ti käänteisalkioita kutsutaan vasta-alkioiksi ja merkitään −x, kun kyseessä on additiivi-
nen ryhmä (kuten esimerkiksi (Z,+)). Tässä työssä puhutaan kuitenkin selvyyden vuoksi
käänteisalkioista, riippumatta siitä millainen ryhmä on kyseessä.
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Oletamme tunnetuksi, että jos laskutoimituksella on neutraalialkio, niin se on yksi-
käsitteinen. Samoin liitännäisellä laskutoimituksella (jolla on lisäksi neutraalialkio) kään-
teisalkiot ovat aina yksikäsitteisiä. Huomautetaan lisäksi, että liitännäisyydestä johtuen
sulut voidaan jättää merkitsemättä, kuten tässä työssä usein tehdään; esimerkiksi mer-
kinnät abc, a(bc) ja (ab)c tarkoittavat kaikki samaa asiaa, koska laskujärjestyksellä ei
ryhmässä ole väliä. Alkioiden keskinäistä järjestystä ei kuitenkaan voi vaihtaa, jollei vaih-
dannaisuutta ole oletettu.
Määritellään sitten mitä tarkoittavat monikerta- ja potenssimerkintä. Olkoon n jokin
luonnollinen luku, G jokin ryhmä ja x jokin ryhmän G alkio. Jos ryhmä G on additiivi-
nen, käytetään monikertamerkintää, joka tarkoittaa seuraavaa: nx = x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
n kpl
. Jos
ryhmässä G on käytössä kertolaskumerkintä (kutsutaan multiplikatiiviseksi ryhmäksi),
käytetään potenssimerkintää, joka tarkoittaa seuraavaa: xn = x · x · . . . · x︸ ︷︷ ︸
n kpl
. Negatiivinen
potenssi lausutaan käänteisalkion avulla: x−n = (xn)−1. Muita tunnettuja ominaisuuksia
ovat seuraavat: (xn)−1 = (x−1)n, xm · xn = xm+n ja (xn)m = xmn. Additiiviselle ryhmälle
nämä tarkoittavat: −(nx) = n(−x), mx + nx = (m + n)x ja m(nx) = (mn)x. Edellä
mainittujen ominaisuuksien todistukset löytyvät esimerkiksi kirjasta [10]. Tulon kääntei-
salkiolle pätee (xy)−1 = y−1x−1, sillä (xy)(y−1x−1) = e. Jos ryhmä on multiplikatiivinen,
määritellään x0 = e. Additiivisessa tapauksessa puolestaan määritellään 0x = e.
Määritelmä 2.7. Oletetaan, että (G, ·) on ryhmä ja joukolle H pätee H ⊆ G. Pari (H, ·)
on ryhmän (G, ·) aliryhmä, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
(i) Jos x, y ∈ H, niin x · y ∈ H eli H on vakaa laskutoimituksen · suhteen.
(ii) Ryhmän (G, ·) neutraalialkio on joukossa H.
(iii) x−1 ∈ H kaikilla x ∈ H.
Aliryhmää merkitään H ≤ G. Aitoa aliryhmää merkitään H < G.
Määritelmästä seuraa, että aliryhmä on aina myös ryhmä. Liitännäisyys periytyy ryh-
mältä automaattisesti. Lisäksi havaitaan, että ryhmä on aina itsensä aliryhmä.
Annetaan vielä esimerkki aliryhmästä.
Esimerkki 2.8. Olkoon (G, ?) ryhmä. Merkitään
Z(G) = {g ∈ G | x ? g = g ? x kaikilla x ∈ G}.
Osoitetaan, että (Z(G), ?) on ryhmän G aliryhmä.
Selvästi määritelmänsä nojalla Z(G) ⊆ G. Tarkistetaan aliryhmän määritelmän ehdot
(i)(iii):
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(i) Oletetaan, että x, y ∈ Z(G). Nyt x, y ∈ G. Siis x?y ∈ G, sillä G on ryhmä. Oletetaan
sitten, että z ∈ G. Havaitaan, että alkiot x ja y kommutoivat kaikkien ryhmän G
alkioiden kanssa. Tämän tiedon sekä ryhmän G liitännäisyyden nojalla saadaan:
z ? (x ? y) = (z ? x) ? y = (x ? z) ? y = x ? (z ? y) = x ? (y ? z) = (x ? y) ? z. Koska
edellinen pätee mielivaltaisella z ∈ G, niin x ? y ∈ Z(G).
(ii) Merkitään ryhmän G neutraalialkiota e. Selvästi e ∈ Z(G), sillä x? e = e ?x kaikilla
x ∈ G.
(iii) Oletetaan, että x ∈ Z(G). Tällöin x ∈ G. Alkion x käänteisalkio x−1 ∈ G, sillä
G on ryhmä. Olkoot z ∈ G. Koska z ? x = x ? z, niin kertomalla tämä yhtälö
oikealta puolittain alkiolla x−1 saadaan z ? x ? x−1 = z ? e = z = x ? z ? x−1.
Edelleen vasemmalta puolittain kertomalla saadaan x−1 ? z = z ? x−1. Näin ollen
x−1 kommutoi mielivaltaisen ryhmän G alkion kanssa, joten x−1 ∈ Z(G).
Eli näin on osoitettu, että Z(G) ≤ G. Aliryhmä Z(G) on myös vaihdannainen, sillä jos
x, y ∈ Z(G), niin x kommutoi jokaisen ryhmän G alkion kanssa eli erityisesti x? y = y ?x.
2.2 Työkaluja
2.2.1 Kuvauksista
Kuvaukset ovat erityisen tärkeitä ryhmäteorian kannalta. Voidaankin ajatella, että ryh-
mäteorian tutkiminen palautuu jossain mielessä kuvauksiin ja erityisen tärkeitä kuvauksia
ovat isomorﬁsmit, joiden avulla tässä työssä tapahtuva ryhmien luokittelu loppukädessä
tapahtuu. Isomorﬁsmin avulla kaksi ryhmää voidaan samastaa. Nämä ryhmät saattavat
olla alkioiltaan ja laskutoimituksiltaan ensisilmäykseltä erinäköisiä, mutta mikäli ne ovat
isomorﬁsia, niin niiden ominaisuudet ovat kuitenkin ryhmäteoreettisessa mielessä saman-
laiset.
Määritelmä 2.9. Kuvaus eli funktio. Oletetaan, että X ja Y ovat joukkoja. Kuvaus on
sääntö, joka liittää jokaiseen x ∈ X jonkin yksikäsitteisen joukon Y alkion y eli kuvapis-
teen. Merkitään f : X → Y , f(x) = y.
Olkoon X, Y joitakin joukkoja ja f : X → Y kuvaus. Olkoon lisäksi A ⊂ X ja
B ⊂ Y . Tarvitsemme usein myös kuvan Im(f), osajoukon kuvan fA sekä alkukuvan f−1B
käsitteitä:
fA = {f(x) | x ∈ A}
Im(f) = fX = {f(x) | x ∈ X}
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f−1B = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.
Olkoot f : Y → Z ja g : X → Y kuvauksia. Määritellään yhdistetty kuvaus f ◦ g
ehdolla (f ◦ g)(x) = f(g(x)).
Seuraavaksi määritellään käsitteet injektio, surjektio ja bijektio.
Määritelmä 2.10. Olkoot X, Y joukkoja, f : X → Y kuvaus ja x, y ∈ X. Jos f(x) 6=
f(y) aina, kun x 6= y, niin sanomme, että f on injektio. Jos Im(f) = Y eli jokaiselle y ∈ Y
löytyy sellainen x ∈ X, että f(x) = y, niin sanomme, että f on surjektio. Jos f on sekä
injektio, että surjektio, sanomme, että f on bijektio.
Seuraava tärkeä määritelmä kertoo mitä tarkoittavat homomorﬁsmi ja isomorﬁsmi.
Määritelmä 2.11. Olkoot (G, ·) ja (H, ∗) ryhmiä. Kuvausta f : G → H kutsutaan
ryhmähomomorﬁsmiksi, mikäli kaikilla x, y ∈ G pätee:
f(x · y) = f(x) ∗ f(y).
Kuvausta, joka on bijektiivinen homomorﬁsmi, kutsutaan ryhmäisomorﬁsmiksi. Mi-
käli G ja H ovat isomorﬁset eli näiden välille löytyy isomorﬁsmikuvaus, merkitään
G ∼= H.
Homomorﬁsmia, joka tuottaa jokaisella alkiolla neutraalialkion eli f(x) = eH , kaikilla
x ∈ G, kutsutaan triviaaliksi homomorﬁsmiksi tai nollahomomorﬁsmiksi. Lisäksi mai-
nittakoon, että injektiivistä homomorﬁsmia kutsutaan monomorﬁsmiksi ja surjektiivista
homomorﬁsmia epiformismiksi. Isomorﬁsmi on siis aina homomorﬁsmi, monomorﬁsmi se-
kä epimorﬁsmi. Esimerkiksi monomorﬁsmi puolestaan on isomorﬁsmi vain, jos se on lisäksi
epimorﬁsmi.
Määritelmä 2.12. Olkoot G ja H ryhmiä ja f : G→ H ryhmähomomorﬁsmi. Määritel-
lään
Ker(f) = {g ∈ G | f(g) = eH}.
Joukkoa Ker(f) kutsutaan funktion f ytimeksi.
Esimerkiksi aliryhmäkriteeriä käyttämällä nähdään, että jos G ja H ovat ryhmiä ja f :
G→ H on ryhmähomomorﬁsmi, niin Ker(f) ≤ G ja Im(f) ≤ H.
Annetaan hieman motivaatiota isomorﬁsmeille. Isomorﬁsmit siis säilyttävät ryhmän
ominaisuudet, mutta myös mielenkiintoisesti kaikki kertalukua n olevat (siis äärelliset)
sykliset ryhmät (luku 2.2.3) ovat aina keskenään isomorﬁsia. Jälkimmäinen on seurausta
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siitä, että jokainen kertalukua n oleva syklinen ryhmä on isomorﬁnen ryhmän Zn kanssa.
Tätä tarkastellaan luvussa 3.1.1 mutta seuraavassa on esimerkki siitä miten homomorﬁsmi
säilyttää ryhmän neutraalialkion.
Esimerkki 2.13. Olkoon f : (G, ·) → (H, ◦) ryhmähomomorﬁsmi. Osoitetaan, että täl-
löin f(eG) = eH . Nyt f(eG) = f(eG · eG) = f(eG) ◦ f(eG). Lisäksi koska f(eG) ∈ H
ja sillä on siis oltava käänteisalkio, saadaan f(eG) ◦ f(eG)−1 = eH . Näin ollen f(eG) =
f(eG)◦eH = f(eG)◦(f(eG)◦f(eG)−1) = (f(eG)◦f(eG))◦f(eG)−1 = f(eG)◦f(eG)−1 = eH .
Siispä f(eG) = eH .
Homomorﬁsmien ja näin ollen myös isomorﬁsmien ominaisuuksia ovat myös seuraavat:
f(g−1) = f(g)−1 ja f(gk) = f(g)k kaikilla k ∈ Z.
Lemma 2.14. Olkoon f : G→ H ryhmähomomorﬁsmi. Kuvaus f on injektio jos ja vain
jos Ker(f) = {eG}. Lisäksi f on surjektio jos ja vain jos Im(f) = H.
Todistus. Injektiivisen tapauksen todistus löytyy kirjasta [10]. Surjektiivinen tapaus seu-
raa suoraan surjektiivisuuden määritelmästä.
Määritellään vielä käsitteet nimeltä automorﬁsmi ja endomorﬁsmi.
Määritelmä 2.15. Oletetaan, että G on ryhmä. Automorﬁsmi tarkoittaa isomorﬁsmia
f : G→ G. Endomorﬁsmi puolestaan tarkoittaa homomorﬁsmia g : G→ G.
Merkitään ryhmän G kaikkien automorﬁsmien joukkoa Aut(G). Aut(G) muodostaa
ryhmän, jossa on laskutoimituksena kuvausten yhdistäminen. Itse asiassa Aut(G) on sym-
metrisen ryhmän Sym(G) aliryhmä. Symmetristä ryhmää käsitellään käsitellään luvussa
2.2.4.
2.2.2 Lukuteoriaa
Tarvitsemme työssä jonkin verran myös lukuteoriaa. Jälleen oletamme jonkin verran pe-
rustietoja tunnetuksi ja keskitymme työn kannalta olennaisiin määritelmiin ja tuloksiin.
Merkitään luonnollisten lukujen joukkoa N ja kokonaislukujen joukkoa Z.
Määritelmä 2.16. Olkoon x, y ∈ Z. Jos jollain z ∈ Z pätee x = zy, niin sanotaan, että
x on jaollinen alkiolla y ja merkitään y | x.
Mikäli y | x, niin sanotaan myös, että y jakaa alkion x tai että luku y on luvun x
tekijä.
Määritelmä 2.17. Olkoot x, y ∈ Z. Lisäksi x 6= 0 tai y 6= 0. Suurinta lukua z, jolla
pätee z | x sekä z | y, kutsutaan alkion x ja alkion y suurimmaksi yhteiseksi tekijäksi ja
merkitään z = syt(x, y).
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Lause 2.18. Olkoot a, b ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0. Tällöin on olemassa x, y ∈ Z, joille
syt(a, b) = xa+ yb.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Lemma 2.19. (Eukleideen lemma). Oletetaan, että a, b, c ∈ Z \ {0} ja syt(a, b) = 1. Jos
a | bc, niin a | c.
Todistus. Oletetaan, että a | bc. Koska syt(a, b) = 1, niin lauseen 2.18 nojalla löytyy
x, y ∈ Z, joille pätee xa + yb = 1. Nyt c = c(xa + yb) = cax + bcy. Alkio a jakaa luvun
cax ja oletuksen nojalla myös luvun bcy, joten selvästi a | c.
Lemma 2.20. Oletetaan, että a, b, c ∈ Z \ {0} ja syt(a, b) = 1. Jos a | c ja b | c, niin
ab | c.
Todistus. Oletetaan, että a | c ja b | c. Tällöin c = xa ja c = yb, joillakin x, y ∈ Z. Lisäksi
lauseen 2.18 nojalla 1 = sa+tb, joillakin s, t ∈ Z. Tällöin c = csa+ctb = (yb)sa+(xa)tb =
(ab)(ys+ xt), joten ab | c.
Määritelmä 2.21. Kokonaisluku p > 1 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijät
ovat 1 ja p.
Määritelmä 2.22. Oletetaan, että a, b ∈ Z ja n ∈ Z+. Jos n | (a − b), niin sanotaan,
että a ja b ovat kongruentit modulo n ja merkitään a ≡ b (mod n).
Määritelmä 2.23. Oletetaan, että n ∈ N+ ja a ∈ Z. Kokonaisluvun a jäännösluokka
modulo n on joukko
[a]n = {b ∈ Z | b ≡ a (mod n)}.
Tarkastelemalla määritelmää havaitaan, että jäännösluokka voidaan kirjoittaa myös muo-
dossa
[a]n = {a+ kn | k ∈ Z}.
Jäännösluokkien joukkoa merkitään Zn
Zn = {[0]n, [1]n, ..., [n− 1]n}.
Lemma 2.24. Oletetaan, että syt(a, n) = 1 joillekin kokonaisluvuille a ja n. Tällöin
kongruenssiin ax ≡ b (mod n) on olemassa ratkaisu ja kaikki ratkaisut kuuluvat samaan
jäännösluokkaan (mod n).
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [9].
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Todistetaan kiinalainen jäännöslause. Tätä lausetta tullaan tarvitsemaan, kun todiste-
taan, että Zn × Zm on isomorﬁnen ryhmän Zmn kanssa.
Lause 2.25. (Kiinalainen jäännöslause). Oletetaan, että n1, n2, ..., nk ∈ N+, syt(ni, nj) =
1, kun i 6= j. Olkoot lisäksi a1, a2, ..., ak joitain kokonaislukuja. Tällöin kongruenssikokoel-
maan
x ≡ a1 (mod n1), x ≡ a2 (mod n2), ..., x ≡ ak (mod nk)
on olemassa ratkaisu ja kaikki ratkaisut kuuluvat samaan jäännösluokkaan (mod n), missä
n = n1n2...nk.
Todistus. Merkitään ci = n/ni = n1...ni−1ni+1...nk, missä i ∈ {1, ..., k}. Oletuksen nojalla
jokainen ni ja nj, i 6= j ovat jaottomia keskenään, joten myös jokainen luku ci ja luku ni
ovat jaottomia keskenään (koska jokainen luvun ci tekijöistä on jaoton luvun ni kanssa).
Näin ollen lemman 2.24 nojalla ratkaisut yhtälöön cix ≡ 1 (mod ni) kuuluvat jäännös-
luokkaan [di]ni kaikilla i, missä di ∈ N. Osoitetaan, että x0 = a1c1d1 +a2c2d2 + ...+akckdk
on kaikkien kongruenssien ratkaisu. Nyt jokainen cj 6= ci on jaollinen luvulla ni, joten
ajcjdj ≡ 0 (mod ni) ja näin ollen x0 ≡ aicidi(mod ni). Lisäksi cidi ≡ 1 (mod ni), jo-
ten x0 ≡ ai (mod ni). Siis jäännösluokka [x0]n koostuu annetun kongruenssikokoelman
ratkaisuista.
Osoitetaan vielä, että ratkaisu on yllä esitetyssä mielessä yksikäsitteinen. Oletetaan,
että x on jokin ratkaisu. Tällöin x ≡ ai (mod ni) kaikilla i. Näin ollen jokaiselle ni pätee
ni | (x − x0). Koska n1, ..., nk ovat keskenään jaottomia, niin lemman 2.20 nojalla myös
n | (x− x0). Näin ollen x ≡ x0 (mod n).
2.2.3 Yleistä ryhmäteoriaa
Seuraavaksi rakennetaan ryhmäteoreettiset peruskäsitteet tulevan luokittelutarkastelun
perustaksi. Suurinta osaa tämän kappaleen lauseista ei todisteta, sillä ne eivät ole tämän
työn ydinasiaa, vaikka ovatkin keskeisessä roolissa.
Lause 2.26. Oletetaan, että G ja H ovat ryhmiä ja että H ⊆ G. Tällöin H ≤ G.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Lause 2.27. Oletetaan, että G on ryhmä ja että H ≤ G ja K ≤ G. Tällöin H ∩K ≤ G.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Korollaari 2.28. Oletetaan, että H ja K ovat ryhmiä. Tällöin H∩K ≤ H ja H∩K ≤ K.
Todistus. Koska H ∩K ⊆ H ja H ∩K ⊆ K, niin H ∩K ≤ H ja H ∩K ≤ K.
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Määritelmä 2.29. Olkoon G ryhmä ja g ∈ G. Pienintä ryhmän G aliryhmää H, jolle
pätee g ∈ H sanotaan alkion g virittämäksi aliryhmäksi ja merkitään 〈g〉.
Vastaavasti voidaan määritellä useamman alkion virittämä aliryhmä. Jos G on ryhmä
ja S ⊂ G, niin joukon S virittämä aliryhmä 〈S〉 on pienin ryhmän G aliryhmä, joka
sisältää joukon S. Jos virittäjäjoukko on äärellinen eli S = {s1, s2, ..., sn}, voidaan merkitä
〈S〉 = 〈s1, s2, ..., sn〉.
Edellä olevissa määritelmissä sanalla pienin takoitetaan joukon sisältyvyyden suh-
teen pienintä. On hyvä huomata, että tällainen pienin aliryhmä on aina olemassa, sillä
se saadaan kaikkien virittäjäalkion tai -joukon sisältävien aliryhmien leikkauksena (katso
esimerkiksi viite [1]). Lisäksi erityisesti ryhmä G itse sisältää aina virittäjäalkion/-joukon,
joten tämä leikkaus ei ole ikinä tyhjä.
Merkinnällä 〈S | C〉 tarkoitetaan joukon S virittämää aliryhmää, missä C on jokin
joukko ehtoja, jotka virittäjien pitää toteuttaa. Tässä siis puhutaan pienimmästä aliryh-
mästä, joka sisältää virittäjäjoukon S, ja lisäksi nämä virittäjät toteuttavat joukon C
ehdot. Huomautettakoon, että tässä tapauksessa tällaisen ryhmän olemassaolo ei ole au-
tomaattisesti enää niin selvää (vertaa ilman ehtoja). Esimerkiksi diedriryhmän virittäjien
pitää toteuttaa ehdot an = e, b2 = e ja bab−1 = a−1. Kappaleessa 2.3.2 osoitetaan, että
tällaiset ehdot täyttävä ryhmä on olemassa ja se on lisäksi isomorﬁaa vaille yksikäsittei-
nen. Yleisemmin tätä ongelmaa voitaisiin lähestyä niin kutsuttujen vapaiden ryhmien ja
niiden tekijäryhmien avulla. Hyvä esitys aiheesta löytyy esimerkiksi lähteestä [4].
Määritelmä 2.30. Aliryhmää, joka on yhden alkion virittämä kutsutaan sykliseksi ali-
ryhmäksi. Toisin sanoen aliryhmä G on syklinen, mikäli 〈g〉 = G, jollakin g ∈ G.
Lause 2.31. Olkoon G ryhmä. Alkion g ∈ G virittämä aliryhmä voidaan lausua muodossa
〈g〉 = {gn | n ∈ Z}.
Oletetaan, että S ⊂ G. Virittäjäjoukon tapauksessa pätee
〈S〉 = {sk11 sk22 ...sknn | n ≥ 0, ki ∈ Z ja si ∈ S kaikilla i ≤ n}.
Todistus. Todistukset löytyvät esimerkiksi kirjasta [10].
Esimerkiksi ryhmä (Zn,+) on aina syklinen, sillä löytyy alkio [1]n, joka virittää tämän
ryhmän (viite [10]).
Lause 2.32. Olkoon G syklinen ryhmä. Tällöin G on vaihdannainen.
Todistus. Koska G on syklinen, se voidaan lausua muodossa:
G = {gn | n ∈ Z}, missä g ∈ G.
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Oletetaan, että x, y ∈ G. Tällöin x = gk, y = gl, joillakin k, l ∈ Z. Nyt
xy = gkgl = gk+l = gl+k = glgk = yx.
Näin ollen G on Abelin ryhmä.
Lemma 2.33. Olkoon G ryhmä ja g ∈ G. Oletetaan, että jollekin n ∈ N+ pätee gn = e.
Tällöin
〈g〉 = {e, g, g2, ..., gn−1}.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Määritellään seuraavaksi ryhmän ja sen alkion kertaluku.
Määritelmä 2.34. Olkoon G ryhmä. Ryhmän G kertaluku on sen alkioiden lukumäärä.
Tätä merkitään |G|. Alkion g ∈ G kertaluku, jota merkitään o(g) on ryhmän 〈g〉 kertaluku.
Annetaan esimerkki ryhmästä, jonka kertaluku on 2.
Esimerkki 2.35. Olkoon G ryhmä, jolle |G| = 2. Tutkitaan millainen tämä ryhmä voi
olla.
1. Jokaisessa ryhmässä tulee olla neutraalialkio, merkitään sitä e.
2. Koska kyseessä on kahden alkion ryhmä, niin tarvitaan toinen alkio, merkitään sitä
x. Erityisesti x 6= e, koska muutoin ryhmä olisi vain yhden alkion ryhmä.
3. Nyt ryhmän määritelmän nojalla ex = e ja xe = e.
4. Jäljelle jää tapaus xx. Oletetaan, että xx = x. Jokaisella ryhmän alkiolla on oltava
käänteisalkio, joten x(xx−1) = xx−1. Näin ollen xe = e ja edelleen x = e, mikä on
ristiriita. Siis xx = e.
Nämä tiedot koottuna saadaan laskutoimitustaulu 2.1.
Taulukko 2.1: Kahden alkion ryhmä
· e x
e e x
x x e
Myöhemmin tullaan näkemään, että esimerkin 2.35 ryhmä on isomorﬁnen ryhmän
Z2 kanssa. Samankaltaisella päättelyllä päädytään tulokseen, että kolmen alkion ryhmiä
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on isomorﬁaa vaille vain yksi (niinikään Z3). Neljän alkion ryhmiä onkin kaksi erilaista,
niin kutsutut Kleinin neliryhmä (∼= Z2 × Z2) ja neljän alkion syklinen ryhmä (∼= Z4).
Saattaisi ehkä kuvitella, että ryhmien lukumäärä kasvaa kertaluvun kasvaessa. Näin ei
kuitenkaan ole; erilaisten ryhmien lukumäärä ei kasva monotonisesti kertaluvun kasvaessa.
Kuten tullaan myöhemmin näkemään, niin kertalukua alkuluku p olevat ryhmät ovat aina
isomorﬁsia ryhmän Zp kanssa. Tietyt kertaluvut tuottavat vaihtoehtoja enemmän kuin
toiset, esimerkiksi kertaluvut 8 ja 12. Alkuluvuilla tuntuu olevan kertaluvuissa erityisen
tärkeä rooli.
Lemma 2.36. Oletetaan, että G on ryhmä, g ∈ G ja o(g) = m. Oletetaan, että gs = e,
jollakin s ∈ N+. Tällöin m|s.
Todistus. Merkitään s = qm + r, jollakin q, r ∈ N ja 0 ≤ r < m. Nyt e = gs = gqm+r =
gqmgr = (gm)qqr = eqqr = qr. Koska m on pienin luku, jolla gm = e, niin r = 0. Näin ollen
m | s.
Lemma 2.37. Oletetaan, että G ja H ovat keskenään isomorﬁsia äärellisiä ryhmiä ja
olkoot φ : G→ H näiden välinen isomorﬁsmi. Tällöin o(x) = o(φ(x)), kaikilla x ∈ G. Eli
isomorﬁsmit säilyttävät alkioiden kertaluvut.
Todistus. Oletetaan, että x ∈ G ja lisäksi, että o(x) = a ja o(φ(x)) = b. Koska φ on
homomorﬁsmi, niin φ(x)a = φ(xa) = φ(eG) = eH . Näin ollen b ≤ a. Vastaavasti φ(xb) =
φ(x)b = eH = φ(eG). Koska φ on injektio, niin täytyy olla xb = eG. Siispä a ≤ b. Edelleen
a = b, joten väite pätee.
Lause 2.38. Aliryhmäkriteeri. Oletetaan, että H ⊂ G. Tällöin H ≤ G, mikäli:
(i) H 6= ∅.
(ii) xy−1 ∈ H kaikilla x, y ∈ H.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Määritelmä 2.39. Olkoon G ryhmä ja H sen aliryhmä. Oletetaan, että g ∈ G. Joukkoja
gH = {gh | h ∈ H}
Hg = {hg | h ∈ H}
kutsutaan aliryhmän H vasemmaksi ja oikeaksi sivuluokaksi.
Määritelmä 2.40. Olkoon G ryhmä ja N sen aliryhmä. Aliryhmää N kutsutaan nor-
maaliksi aliryhmäksi, jos pätee:
gN = Ng kaikilla g ∈ G.
Normaalia aliryhmää merkitään N EG. Aitoa normaalia aliryhmää merkitään N CG.
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Sivuluokkien joukkoja merkitään G/H = {gH | g ∈ G} sekä H\G = {Hg | g ∈
G}. Edelleen, jos H on ryhmän G normaali aliryhmä, ja joukossa G/H määritellään
laskutoimitus gH ·hH = ghH kaikilla g, h ∈ G, niin G/H muodostaa muodostaa ryhmän,
jota kutsutaan tekijäryhmäksi.
Esimerkki 2.41. Tarkastellaan ryhmää (Z,+). Jos k, n ∈ Z, niin sivuluokka k + nZ on
jäännösluokka [k]n. Edelleen sivuluokkien joukko on jäännösluokkien joukko eli Z/nZ =
Zn.
Lemma 2.42. Olkoon f : G → H ryhmähomomorﬁsmi. Ker(f) on aina ryhmän G
normaali aliryhmä.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Lause 2.43. Normaalisuuskriteeri. Olkoon G ryhmä ja N ≤ G. Aliryhmä N on normaali
jos ja vain jos
gng−1 ∈ N kaikilla n ∈ N ja g ∈ G.
Tämä ehto voidaan kirjoittaa myös muodossa gNg−1 ⊆ N kaikilla g ∈ G.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Normaalisuuskriteerin ehto voidaan lausua myös muodossa gNg−1 = N kaikilla g ∈
G. Jos N on ryhmän G normaali aliryhmä, niin gNg−1 ⊆ N kaikilla g ∈ G. Tällöin
g−1N(g−1)−1 ⊆ N . Edelleen g−1N ⊆ Ng−1. Siispä N ⊆ gNg−1, joten gNg−1 = N kaikilla
g ∈ G.
Lause 2.44. (Lagrangen lause). Olkoon G äärellinen ryhmä ja H sen aliryhmä. Tällöin
aliryhmän H alkioiden lukumäärä jakaa ryhmän G alkioiden lukumäärän ja |G|/|H| kertoo
aliryhmän H vasempien sivuluokkien lukumäärän.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Aliryhmän sivuluokkien lukumäärää kutsutaan indeksiksi ja merkitään [G : H]. Lan-
grangen lause voidaankin kirjoittaa muodossa:
[G : H] =
|G|
|H|
Lemma 2.45. Oletetaan, että G on äärellinen ryhmä. Oletetaan lisäksi, että H ja K
ovat sellaisia ryhmiä, että H ≤ K ≤ G. Tällöin
[G : H] = [G : K][K : H].
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Todistus. Koska kyseessä on äärellinen tapaus, todistus saadaan lähes suoraan Lagrangen
lauseen seurauksena. Siis [G : K][K : H] = (|G|/|K|)(|K|/|H|) = (|G||K|)/(|K||H|) =
|G|/|H| = [G : H].
Lemma 2.46. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Oletetaan, että a, b ∈ G. Tällöin seuraavat
ehdot ovat yhtäpitävät:
(i) a−1b ∈ H
(ii) a ∈ bH
(iii) b ∈ aH
(iv) aH = bH
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Korollaari 2.47. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Tällöin aH = H jos ja vain jos a ∈ H.
Lause 2.48. Oletetaan, että G on ryhmä ja H ≤ G. Sivuluokkien joukko G/H muodostaa
ryhmän G osituksen. Alkiot a ja b ovat samassa sivuluokassa, jos ja vain jos a−1b ∈ H.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
Lause 2.49. Oletetaan, että G on ryhmä, H ≤ G ja lisäksi [G : H] = 2. Tällöin H EG.
Todistus. Käytetään normaalisuuskriteeriä. Oletetaan, että g ∈ G ja h ∈ H. Jos g ∈ H,
niin selvästi ghg−1 ∈ H. Oletetaan siis, että g /∈ H. Koska [G : H] = 2, niin aliryhmän
H vasempia sivuluokkia on tasan kaksi: H ja gH (lause 2.48 sekä korollaari 2.47). Näille
sivuluokille siis pätee G = H ∪ gH. Koska g /∈ H, niin g ∈ gH. Näin ollen g = gh′ jollakin
h′ ∈ H. Tällöin ghg−1 = (gh′)h(gh′)−1. Nyt jos pätisi ghg−1 ∈ gH, niin tällöin gh′′ =
(gh′)h(gh′)−1 jollakin h′′ ∈ H. Tällöin h′′ = h′hh′−1g−1. Edelleen g = h′′−1h′hh′−1 ∈ H.
Tämä on kuitenkin ristiriita, sillä h ∈ H. Siispä ghg−1 ∈ H.
Lemma 2.50. Oletetaan, että G on Abelin ryhmä ja N ≤ G. Tällöin N on normaali.
Todistus. Käytetään normaalisuuskriteeriä. Oletetaan, että g ∈ G ja n ∈ N ⊂ G. Tällöin
ryhmän G vaihdannaisuuden nojalla gng−1 = ngg−1 = ne = n ∈ N . Näin ollen NEG.
Muotoillaan vielä ryhmien homomorﬁalause, jota monesti kirjallisuudessa myös en-
simmäiseksi isomorﬁalauseeksi kutsutaan.
Lause 2.51. (Homomorﬁalause). Oletetaan, että G ja H ovat ryhmiä ja olkoot f : G→ H
näiden välinen ryhmähomomorﬁsmi. Tällöin
G/Ker(f) ∼= Im(f).
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [10].
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2.2.4 Permutaatiot, ryhmän toiminta ja keskus
Permutaatiolla tarkoitetaan järjestyksen vaihtamista. Joukko-opillisesti permutaatio on
bijektiivinen kuvaus joukolta itselleen. Se siis kertoo millä tavoin joukon alkiot kuvautuvat
toisilleen.
Määritelmä 2.52. Joukon A permutaatio on bijektio A→ A.
Joukon A kaikkien permutaatioiden kokoelma muodostaa ryhmän, jota kutsutaan sym-
metriseksi ryhmäksi ja tätä ryhmää merkitään Sym(A). Laskutoimituksena tässä ryhmäs-
sä on kuvausten yhdistäminen. Jos A = {1, 2, ..., n}, merkitään Sym(A) = Sn, jolloin siis
saadaan symmetrinen ryhmä (Sn, ◦). Symmetrisen ryhmän Sn kertaluku on n! (viite [10]).
Jos a1, a2, ..., am ovat joukon A eri alkioita, niin ρ = (a1 a2 ... am) eli niin sanottu
m-sykli on sellainen permutaatio, että
ρ(ai) =
{
ai+1, jos i < m
a1, jos i = m.
Muut joukon A alkiot kuvautuvat itselleen. Sykliesitys siis tulkitaan siten, että ρ kuvaa
tietyn alkion jonossa seuraavalle alkiolle, lukuunottamatta jonon viimeistä alkiota, joka
kuvautuu ensimmäiselle alkiolle.
Jos nyt σ : A → A, σ ∈ Sn, niin σ on kätevä kirjoittaa näiden sykliesitysten tulona.
Esimerkiksi eräs ryhmän S10 permutaatio on: (1 2 3)(4 6)(7 9), missä yhden alkion syklit
on jätetty merkitsemättä. Tämä siis tarkoittaa permutaatiota: 1 → 2, 2 → 3, 3 → 1,
4→ 6, 6→ 4, 7→ 9, 9→ 7 ja muut alkiot pysyvät paikallaan.
Tästä päästäänkin myöhemmin tarvittavaan käsitteeseen permutaation etumerkki.
Määritelmä 2.53. Oletetaan, että ρ ∈ Sn. Permutaation etumerkki on funktio sgn :
Sn → {−1, 1}, sgn(ρ) = (−1)n−t, missä t on erillisten syklien lukumäärä permutaation ρ
sykliesityksessä, kun 1-syklit lasketaan mukaan.
Määritellään sitten mitä tarkoittaa ryhmän toiminta. Toiminta yleistää permutaation
käsitteen ja sen päälle määrittelemme uusia käsitteitä, kuten esimerkiksi konjugointitoi-
minnan.
Määritelmä 2.54. OlkoonG ryhmä ja A jokin epätyhjä joukko. Kuvausta φ : G×A→ A,
φ(g, a) = g.a, nimitetään ryhmän G vasemmanpuoleiseksi toiminnaksi joukossa A, jos se
toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) e.a = a, missä e on ryhmän G neutraalialkio.
(ii) (gh).a = g.(h.a) kaikilla g, h ∈ G.
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Yllä merkintä g.a tarkoittaa jotakin sääntöä, joka kertoo miten alkiot g ja a suh-
tautuvat toisiinsa. Esimerkiksi joukon X permutaatioryhmä Sym(X) voi toimia jou-
kossa X seuraavasti: σ.x = σ(x) kaikilla σ ∈ Sym(X). Tarkistamalla toiminnan ehdot,
nähdään, että σ.x on todellakin toiminta. Lisäesimerkkeinä voidaan nähdä, että kaava
φ : G × G → G, φ(g, h) = gh määrittelee ryhmän G toiminnan itsessään, kuten myös
kaava φ(g, h) = ghg−1, jota kutsutaankin konjugoinniksi.
Jos H on ryhmän G aliryhmä, niin aliryhmän H konjugaatit ovat muotoa gHg−1,
g ∈ G. Tällainen konjugaatti on aina ryhmän G aliryhmä, sillä konjugointikuvaus on
homomorﬁsmi.
Kun alkio g kiinnitetään, niin φ(g, a) := φg(a) on aina permutaatio A → A. Tämä
seuraa siitä, että ryhmä sisältää aina jokaisen alkionsa käänteisalkion, jolloin kuvauksen φg
käänteiskuvaus on φg−1 . Ryhmän oikeanpuoleinen toiminta määritellään samaan tapaan
kuin edellä.
Määritelmä 2.55. Olkoot G ryhmä. Alkion x ∈ G keskittäjä on
CG(x) = {g ∈ G | gxg−1 = x}.
Esimerkiksi aliryhmäkriteeriä käyttämällä voidaan havaita, että CG(x) on aina ryhmän
G aliryhmä kaikilla x ∈ G (viite [11]).
Määritelmä 2.56. Olkoon G ryhmä. Alkion a ∈ G konjugaattiluokkaa eli niiden alkioi-
den kokoelmaa, jotka ovat alkion a konjugaatteja, merkitään aG.
Lause 2.57. Oletetaan, että G on ryhmä ja a ∈ G. Tällöin
|aG| = [G : CG(a)].
Siis alkion a konjugaattien lukumäärä on sama kuin alkion a keskittäjän indeksi.
Todistus. Merkitään C = CG(x). Määritellään kuvaus f : aG → G/C, f(gag−1) = gC.
Näytetään, että f on hyvin määritelty. Oletetaan, että h ∈ G. Jos nyt gag−1 = hah−1,
niin h−1gag−1h = h−1hah−1h = eae = a eli alkio h−1g kommutoi alkion a kanssa. Näin
ollen h−1g ∈ C. Siispä lemman 2.46 nojalla hC = gC eli eri esityksen omaavilla, kuitenkin
samoilla lähtöjoukon alkioilla saatiin samat kuva-alkiot.
Osoitetaan sitten, että f on injektio. Oletetaan, että gC = f(gag−1) = f(kak−1) =
kC, jollakin k ∈ G. Tällöin k−1g ∈ C eli k−1g kommutoi alkion a kanssa: k−1gag−1k = a.
Siispä gag−1 = kak−1, joten f on injektio.
Osoitetaan vielä lopuksi, että f on surjektio. Oletetaan, että g ∈ G. Tällöin gC =
f(gag−1). Näin ollen on löydetty bijektio f : aG → G/C eli |aG| = |G/C| = [G : CG(a)].
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Huomautus 2.58. Kun ryhmä G on äärellinen, niin Lagrangen lauseen nojalla kertaluku
|aG| jakaa kertaluvun |G|.
Määritelmä 2.59. Ryhmän G keskukseksi nimitetään joukkoa
Z(G) =
⋂
x∈G
CG(x) = {g ∈ G | gxg−1 = x kaikilla x ∈ G}.
Siis keskukseen sisältyvät ne ryhmän G alkiot, jotka kommutoivat kaikkien ryhmän G
alkioiden kanssa. Esimerkissä 2.8 osoitettiin, että Z(G) on aina ryhmän G aliryhmä.
Lemma 2.60. Oletetaan, että G on ryhmä. Tällöin Z(G) on normaali ryhmässä G.
Todistus. Oletetaan, että g ∈ G ja h ∈ Z(G). Tällöin gh = hg, joten h = g−1hg. Siispä
g−1hg ∈ Z(G), joten Z(G)EG.
2.2.5 Sylowin aliryhmät
Seuraavaksi määritellään niin kutsutut Sylowin aliryhmät sekä Sylowin lause. Sylowin
lauseen mukaan äärellinen ryhmä sisältää aliryhminään aina tiettyjä p-ryhmiä eli ryh-
miä joiden kertaluku on pm, jossa p on alkuluku ja m ≥ 1. Tämä tulos on Lagrangen
lauseen osittainen käänteistulos. Osittainen siitä syystä, että se ei päde kuin alkulukujen
potensseille. Täydellinen Lagrangen lauseen käänteistulos sen sijaan pätee kaikille Abelin
ryhmille.
Määritelmä 2.61. Oletetaan, että G on äärellinen ryhmä, p alkuluku, ja n suurin luon-
nollinen luku, jolla pätee pn | |G|. RyhmänG aliryhmääH, jolle pätee |H| = pn, kutsutaan
Sylowin p-aliryhmäksi.
Lause 2.62. (Sylow, 1872). Olkoon G äärellinen ryhmä. Oletetaan, että p on alkuluku,
joka jakaa kertaluvun |G|. Tällöin
(i) Ryhmällä G on Sylowin p-aliryhmä.
(ii) Ryhmän G Sylowin p-aliryhmät ovat keskenään konjugaatteja
(iii) Jos sp on Sylowin p-aliryhmien lukumäärä, niin sp ≡ 1 (mod p), ja sp jakaa kerta-
luvun |G|.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [6].
Korollaari 2.63. Olkoon G ryhmä ja H ≤ G. Sylowin p-aliryhmä H on normaali jos ja
vain jos H on ainoa ryhmän G Sylowin p-aliryhmä.
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Todistus. Sylowin lauseen nojalla kaikki Sylowin p-aliryhmät saadaan toisistaan konju-
goimalla.
Oletetaan, että H on normaali. Tällöin gHg−1 = H kaikilla g ∈ G. Oletetaan, että
P on jokin ryhmän G Sylowin p-aliryhmä. Tällöin Sylowin lauseen (ii)-kohdan nojalla
P = sHs−1 jollakin s ∈ G. Siis erityisesti P = H. Näin ollen H on ainoa ryhmän G
Sylowin p-aliryhmä.
Oletetaan sitten, että H on ainoa Sylowin p-aliryhmä. Aliryhmä gHg−1 on myös Sy-
lowin p-aliryhmä, sillä |gHg−1| = |H| kaikilla g ∈ G. Koska H on ainoa Sylowin p-
aliryhmä, on oltava gHg−1 = H kaikilla g ∈ G eli H on normaali.
2.3 Erityisiä ryhmiä
Esitellään sitten ryhmät alternoiva ryhmä, diedriryhmä ja kvaternioryhmä. Sekä alter-
noiva ryhmä, että diedriryhmä ovat kummatkin permutaatioiden muodostamia ryhmiä.
Alternoivan ryhmän muodostavat parilliset permutaatiot eli permutaatiot, joiden etu-
merkki on 1. Diedriryhmän alkiot ovat monikulmioiden symmetrioita eli kertovat millä
tavoin säännöllisen monikulmion kärkipisteet liikkuvat näissä kuvauksissa. Kvaternioryh-
mä puolestaan on kahdeksan alkion muodostama ryhmä, joka toteuttaa tietyt (myöhem-
min esiteltävät) ehdot. Yleisesti ottaen kvaternioilla on sovelluksia esimerkiksi fysiikassa
ja tietojenkäsittelytieteessä.
2.3.1 Alternoiva ryhmä
Alternoiva ryhmä määritellään permutaation etumerkkifunktion avulla. Tämän ryhmän
alkiot ovat kaikki niin kutsuttuja parillisia permutaatioita eli jos permutaation sykliesitys
kirjoitetaan kahden alkion vaihtoina, niin näitä vaihtoja on aina parillinen lukumäärä.
Määritelmä 2.64. Alternoiva ryhmä An. Joukkoa
Ker(sgn) = {ρ ∈ Sn | sgn(ρ) = 1}
kutsutaan alternoivaksi ryhmäksi ja sitä merkitään symbolilla An.
Esimerkiksi ryhmä A4 = {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1 2 3), (1 2 4),
(1 3 2), (1 3 4), (1 4 2), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3)} ⊂ S4.
Lemma 2.65. Ryhmä An ei ole vaihdannainen, kun n ≥ 4.
Todistus. Valitaan permutaatiot ρ, τ ∈ An, jotka väistämättä sisältyvät jokaiseen ryh-
mään An, kun n ≥ 4:
ρ = (123) ja τ = (432).
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Nyt (123)(432) = (124) 6= (143) = (432)(123). Siispä An ei ole vaihdannainen millään
n ≥ 4.
Tästä nähdään, että myöskään symmetrinen ryhmä Sn ei ole vaihdannainen. Itse asias-
sa ryhmälle Sn tämä pätee jo alkaen arvosta n = 3, sillä (12)(13) = (132) 6= (13)(12) =
(123). Ryhmään A3 kuuluu kuitenkin vain alkiot (1), (123) ja (132), joten se on vaihdan-
nainen.
Huomautus 2.66. Aina pätee An E Sn, sillä [Sn : An] = 2.
2.3.2 Diedriryhmä
Määritelmä 2.67. Diedriryhmä D2n. Olkoon n kokonaisluku, n ≥ 3. Diedriryhmä on
kertalukua 2n oleva ryhmä, jonka virittävät sellaiset alkiot a ja b, että
(2.68) an = e, b2 = e ja bab−1 = a−1.
Symmetria on operaatio, jossa objektin kärkipisteitä liikutetaan saaden lopputulokse-
na kuitenkin sama muoto. Diedriryhmässä virittäjäalkion a voidaan ajatella olevan sään-
nöllisen monikulmion kiertosymmetria, ja alkion b voidaan ajatella olevan peilaus. Jo-
kainen säännöllisen n-sivuisen monikulmion mahdollinen symmetria saadaan näiden ope-
raatioiden tulona. Kiertäminen tapahtuu 360◦/n asteen välein, joten kiertämällä n kertaa
360◦/n asteen kierto, saadaan alkutilanne. Tästä vaatimus an = e tuleekin; samaten b2 = e
tarkoittaa samaa peilausta kaksi kertaa saman akselin suhteen. Kun ensin kierretään ker-
ran ja sen jälkeen peilataan kerran, saadaan sama tulos kuin jos ensin peilataan kerran
ja sen jälkeen kierretään n − 1 kertaa. Tämä vastaa ehtoa bab−1 = a−1. Siis ehdot 2.68
toteuttava ryhmä D2n on olemassa.
Ei ole selvää, että annetut ehdot määrittävät yksikäsitteisen ryhmän. Esimerkiksi, jos
otettaisiin vain ehdot an = e ja b2 = e, saataisiin useita kertalukua 2n olevia ryhmiä.
Kuitenkin kun kolmaskin ehto on käytössä, saadaan isomorﬁaa vaille vain yksi diedriryh-
mä jokaista kertalukua kohden. Tämä voidaan nähdä osoittamalla, että mielivaltainen
diedriryhmän ehdot täyttävä ryhmä on aina isomorﬁnen ryhmän D2n kanssa.
Lause 2.69. Diedriryhmän ehdot määrittävät isomorﬁaa vaille yksikäsitteisen ryhmän
jokaisella kertaluvulla 2n, n ≥ 3.
Todistus. Osoitetaan, että diedriryhmä on hyvin määritelty eli jokaisella kertaluvulla löy-
tyy isomorﬁaa vaille vain yksi ryhmä, joka toteuttaa annetut diedriryhmän ehdot.
Oletetaan, että G on jokin kertalukua 2n oleva ryhmä, jonka virittävät alkiot a ja b,
ja näille virittäjille pätevät diedriryhmän ehdot. Lauseen 2.31 nojalla jokainen ryhmän
G alkio voidaan lausua muodossa ak1bk2ak3bk4 ...akm−1bkm , m ≥ 0, ki ∈ Z. Nyt jokainen
potenssi bki joko häviää ja jäljelle jää neutraalialkio (jos ki parillinen) tai jäljelle jää b
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(jos ki pariton). Tällöin tilanteesta riippuen tulo bkiakj voidaan kirjoittaa joko muodossa
akj tai muodossa bakj . Edelleen koska diedriryhmässä pätee ba = a−1b = an−1b, niin
baki = a(n−1)kib. Näin ollen tulossa ak1bk2ak3bk4 ...akm−1bkm voidaan kaikki alkion a potenssit
siirtää vasemmalle ja alkion b potenssit oikealle, jolloin lauseke saadaan muotoon arbs,
missä 0 ≤ r < n ja 0 ≤ s < 2.
Osoitetaan sitten isomorﬁsuus. Merkitään diedriryhmän D2n virittäjiä x ja y (missä
xn = e, y2 = e ja yxy−1 = x−1). Muodostetaan kuvaus f : D2n → G, f(xrys) = arbs.
Voidaan pitää tunnettuna, että ryhmänD2n alkioiden esitys muodossa xrys, missä 0 ≤ r <
n ja 0 ≤ s < 2 (kiertoina ja peilauksena ajatellen), on yksikäsitteinen (viite [11]). Siispä
kuvaus f todellakin on funktio (hyvin määritelty). Oletetaan, että u1, u2 ∈ D2n. Tällöin
näillä alkioilla on esitykset u1 = xr1ys1 , u2 = xr2ys2 . Lasketaan sitten alkion u1u2 kuva.
Saadaan f(u1u2) = f((xr1ys1)(xr2ys2)) = f(xr1x(n−1)r2ys1ys2) = f(xr1+(n−1)r2ys1+s2) =
ar1+(n−1)r2bs1+s2 = ar1a(n−1)r2bs1bs2 = (ar1bs1)(ar2bs2) = f(xr1ys1)f(xr2ys2) = f(u1)f(u2).
Näin ollen f on homomorﬁsmi. Määritelmänsä nojalla f on surjektio, ja lisäksi |D2n| = |G|,
joten f on injektio. Siispä f on isomorﬁsmi, joten D2n ∼= G.
Lause 2.70. Olkoon G kertalukua 2n oleva ryhmä, n ≥ 3 ja a, b ∈ G, joille pätee 〈a, b〉 =
G sekä
o(a) = n, o(b) = 2 ja bab−1 = a−1.
Tällöin G ∼= D2n.
Todistus. Oletuksen mukaisesti G on alkioiden a ja b virittämä. Koska o(a) = n, alkiolle
a pätee an = e ja vastaavasti koska o(b) = 2, alkiolle b pätee b2 = e. Lisäksi on voimassa
bab−1 = a−1, joten lauseen 2.69 nojalla G ∼= D2n.
Huomautus 2.71. Diedriryhmää voidaan merkitä myös 〈a, b | an = e, b2 = e, bab−1 = a−1〉.
Esimerkkinä diedriryhmästä annettakoon D8 = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.
Lemma 2.72. Ryhmä D2n ei ole vaihdannainen, kun n ≥ 3.
Todistus. Oletetaan, että n ≥ 3. Väite seuraa lähes suoraan ehdosta: bab−1 = a−1. JosD2n
olisi vaihdannainen, pätisi ab = ba. Edellä olevan ehdon mukaisesti saataisiin ab = a−1b,
edelleen a2b = b ja siis a2 = e. Tällöin ryhmästä D2n puuttuisi alkio a3. Siis D2n ei voi
olla vaihdannainen.
Ehto n ≥ 3 on tarpeellinen, sillä arvolla n = 2 ryhmän D4 kertaluku on 4. Tällöin
tämän ryhmän jokaisen alkion kertaluku on 1, 2 tai 4 (3.13). Kertalukua 1 oleva alkio
on neutraalialkio. Jos löytyy kertalukua 4 oleva alkio, niin kyseessä on syklinen ryhmä,
joka on vaihdannainen (2.32). Jos tällaista alkiota ei löydy, niin jokaisen neutraalialkiosta
eroavan alkion kertaluku on pakko olla 2. Tällöin saadaan myöskin vaihdannainen ryhmä
(3.37). Tapaus n = 1 hoituu vastaanlaisella perustelulla.
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2.3.3 Kvaternioryhmä
Kvaternioryhmä on toinen kertalukua kahdeksan olevista ei-vaihdannaisista ryhmistä, ku-
ten myöhemmin ryhmiä luokiteltaessa tullaan näkemään.
Määritelmä 2.73. Kvaternioryhmä on alkioiden a ja b virittämä kahdeksan alkion ryh-
mä, missä a ja b toteuttavat täsmälleen seuraavat ehdot:
a4 = e, b2 = a2, bab−1 = a−1.
Merkitään kvaternioiden muodostamaa ryhmää symbolilla Q.
Käyttämällä annettuja relaatioita kvaternioryhmän alkiot saadaan näyttämään täs-
mälleen samalta kuin diedriryhmässä, sillä Q = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}. Laskutoimi-
tustaulut näyttävät kuitenkin erilaisilta, sillä diedriryhmässä on vaatimuksena b2 = e ja
kvaternioryhmässä puolestaan b2 = a2 6= e.
Lause 2.74. Kvaternioryhmä on olemassa ja ehdot määrittävät isomorﬁaa vaille yksikä-
sitteisen ryhmän.
Todistus. Kvaternioryhmä on esitetty taulukossa 2.2, joten se on olemassa.
Yksikäsitteisyyden todistaminen onnistuu samaan tyyliin kuin diedriryhmien tapauk-
sessa (lause 2.69). Kuten diedriryhmänkin tapauksessa tässä vaiheessa siis tiedetään, että
ainakin yksi ehdot täyttävä ryhmä on olemassa. Työn tavoite huomioiden on hyvä osoit-
taa, että isomorﬁaa vaille on vain yksi vaihtoehto muodostaa kvaternioryhmä ja se on
juuri tämä, joka edellä mainitussa taulukossa näkyy.
Oletetaan, että G on jokin kertalukua 8 oleva ryhmä, jonka virittävät alkiot a ja b, ja
näille virittäjille pätevät kvaternioryhmän ehdot. Tiedetään, että jokainen ryhmän G alkio
voidaan lausua virittäjien potenssien tulona. Osoitetaan, että esitys saadaan muotoon
arbs, missä 0 ≤ r < 4 ja 0 ≤ s < 2. Koska b2 = a2, niin b3 = bb2 = ba2 ja b4 = b2b2 =
a2a2 = a4 = e. Otetaan sitten käyttöön kaava bab−1 = a−1 eli ba = a3b. Nyt saadaan:
bak = a3kb, b2ak = a2ak = ak+2, b3ak = ba2ak = bak+2 = a3(k+2)b ja b4ak = ak kaikilla
0 ≤ k < 4. Näin ollen kvaternioryhmän jokainen alkio saadaan esitettyä muodossa arbs,
missä 0 ≤ r < 4 ja 0 ≤ s < 2.
Osoitetaan ryhmän Q alkioiden esityksen yksikäsitteisyys. Taulukosta 2.2 nähdään,
että i2 = −1, i3 = −i, ij = k, i2j = −j ja i3j = −k, joten kvaternioryhmä voidaan
lausua muodossa Q = {1, i, i2, i3, j, ij, i2j, i3j}. Lisäksi alkioille i ja j pätee i4 = i2i2 =
(−1)(−1) = 1, i2 = −1 = j2 sekä ji(−j) = (−k)(−j) = −i. Siispä alkiot i ja j ovat kva-
ternioryhmän virittäjiä ja jokainen tämän ryhmän alkio voidaan lausua yksikäsitteisesti
virittäjien potenssien tulona muodossa irjs, missä 0 ≤ r < 4 ja 0 ≤ s < 2.
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Osoitetaan sitten isomorﬁsuus. Merkitään kvaternioryhmän Q virittäjiä x ja y (missä
xn = e, y2 = x2 ja yxy−1 = x−1). Muodostetaan kuvaus f : Q→ G, f(xrys) = arbs. Alkioi-
den esityksen yksikäsitteisyyden nojalla kuvaus f on funktio. Oletetaan, että u1, u2 ∈ Q.
Tällöin näillä alkioilla on esitykset u1 = xr1ys1 , u2 = xr2ys2 , 0 ≤ r1, r2 < 4 ja 0 ≤
s1, s2 < 2. Lasketaan sitten alkion u1u2 kuva. Saadaan f(u1u2) = f((xr1ys1)(xr2ys2)) =
f(xr1x3r2ys1ys2) = f(xr1+3r2ys1+s2) = ar1+3r2bs1+s2 = ar1a3r2bs1bs2 = (ar1bs1)(ar2bs2) =
f(xr1ys1)f(xr2ys2) = f(u1)f(u2). Näin ollen f on homomorﬁsmi. Määritelmänsä nojalla
f on surjektio, ja lisäksi |Q| = |G|, joten f on injektio. Siispä f on isomorﬁsmi, joten
Q ∼= G.
Kun merkitään neutraalialkiota 1, alkioita i2 = j2 = k2 = ijk = −1, i3 = −i, j3 = −j
ja k3 = −k, saadaan kvaternioille yleinen merkintätapaQ = 〈i, j, k | i2 = j2 = k2 = ijk〉 =
{1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}. Nyt kvaterniot saadaan muotoiltua laskutauluun 2.2.
Lemma 2.75. Ryhmä Q ei ole vaihdannainen.
Todistus. Ryhmän Q laskutaulusta 2.2 nähdään, että ij = k 6= −k = ji. Näin ollen Q ei
voi olla vaihdannainen.
Taulukko 2.2: Kvaternioryhmän laskutaulu
· 1 i j k −1 −i −j −k
1 1 i j k −1 −i −j −k
i i −1 k −j −i 1 −k j
j j −k −1 i −j k 1 −i
k k j −i −1 −k −j i 1
−1 −1 −i −j −k 1 i j k
−i −i 1 −k j i −1 k −j
−j −j k 1 −i j −k −1 i
−k −k −j i 1 k j −i −1
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Luokittelu
Tässä luvussa suoritetaan ryhmien luokittelu. Pienistä kertaluvuista useimmat saadaan
todistettua kohtalaisen yleisillä teoreemoilla. Kertaluvut 8 ja 12 käsitellään ominaan.
Alaotsikoissa p ja q tarkoittavat alkulukuja. Esimerkiksi kohdassa Tapaus pq luokitellaan
sellaiset ryhmät, joiden kertaluku on kahden alkuluvun tulo.
3.1 Yleisiä tapauksia
3.1.1 Tapaukset 1 ja p
Lause 3.1. Jokainen syklinen ryhmä, jonka kertaluku on n, on isomorﬁnen ryhmän
(Zn,+) kanssa.
Todistus. Oletetaan, että |G| = n, g ∈ G ja 〈g〉 = G. Koska G on äärellinen, niin sen alkiot
voidaan lausua muodossa G = {g0 = e, g1, g2, ...gn−1} (2.33). Olkoon f kuvaus f : Zn →
G, f([p]n) = g
p. Osoitetaan, että f määrittelee funktion. Oletetaan, että [x]n, [y]n ∈ Zn ja
[x]n = [y]n. Nyt jäännösluokan määritelmän nojalla x+k1n = y+k2n, joillakin k1, k2 ∈ Z.
Tästä saadaan x = y+k2n−k1n = y+n(k2−k1), joten x = y+k3n, jollain k3 ∈ Z. Koska
lisäksi gn = e, niin f([x]n) = gx = gy+k3n = gygk3n = gy(gn)k3 = gyek3 = gy = f([y]n). Siis
f on funktio.
Todetaan nyt, että f on homomorﬁsmi. Olkoon [x]n, [y]n ∈ Zn. Nyt f([x]n + [y]n) =
f([x+ y]n) = g
x+y = gxgy = f([x]n) + f([y]n).
Osoitetaan vielä, että f on bijektio. Nähdään, että f on surjektio, sillä jos gp ∈ G, niin
[p]n ∈ Zn ja f([p]n) = gp. Injektiivisyys nähdään seuraavasti. Oletetaan, että [x]n, [y]n ∈
Zn ja f([x]n) = gx = gy = f([y]n). Näin ollen gx(gy)−1 = e, joten edelleen gxg−y = e ja
edelleen gx−y = e. Nyt n | x− y, joten [x]n = [y]n ja näin ollen f on injektio.
Siis f on homomorﬁsena bijektiona isomorﬁsmi Zn → G.
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Pienenä sivuhuomiona edellisestä lauseesta saadaan seuraava korollaari.
Korollaari 3.2. Olkoot G ja S kertalukua n olevia syklisiä ryhmiä. Tällöin S ∼= G.
Lause 3.3. Kertalukua 1 oleva ryhmä on isomorﬁnen ryhmän Z1 kanssa.
Todistus. Ainoa vaihtoehto tällaiselle ryhmälle on {e}. Tällöin {e} ∼= Z1.
Usein kertalukua 1 olevaa ryhmää kutsutaan triviaaliryhmäksi.
Lause 3.4. Jos ryhmän kertaluku on alkuluku, niin se on syklinen.
Todistus. Olkoon G ryhmä, jolle |G| = p, missä p on alkuluku. Nyt |G| > 1, joten G
on epätriviaali. Näin voidaan olettaa, että löytyy alkio g ∈ G, g 6= e. Lagrangen lauseen
nojalla |〈g〉| jakaa kertaluvun |G|, joten kertaluvun |〈g〉| on oltava 1 tai p. Koska g 6= e,
niin |〈g〉| = p, joten 〈g〉 = G. Siis G on syklinen.
Lause 3.5. Oletetaan, että G on ryhmä, jolle |G| = p, p alkuluku. Tällöin G ∼= Zp.
Todistus. Koska |G| on alkuluku p, niin lauseen 3.4 nojalla G on syklinen ja näin ollen
lauseen 3.1 nojalla isomorﬁnen ryhmän Zp kanssa.
3.1.2 Tapaus p2
Luvussa 2.2.3 mainitsimme Kleinin neliryhmän sekä neljän alkion syklisen ryhmän. Myö-
hemmin saatavan yleisemmän tuloksen avulla näemme, että nämä kaksi ryhmää ovat
isomorﬁaa vaille ainoat tätä kertalukua. Tarkastellaan kuitenkin ensin esimerkinomaisesti
juuri kertalukua neljä.
Esimerkki 3.6. Tarkastellaan alla olevaa taulukkoa.
· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e
Havaitaan, että taulukko esittää jonkin nelialkioisen ryhmän laskutoimitustaulua. Tä-
män ryhmän itse asiassa virittävät alkiot a ja b, joille nähtävästi pätevät ehdot a2 = e,
b2 = e ja ab = ba. Merkitään siis tätä ryhmää V = 〈a, b | a2 = b2 = e, ab = ba〉. Huoma-
taan, että V ∼= Z2 × Z2, sillä voidaan valita esimerkiksi isomorﬁsmi f : V → Z2 × Z2:
f(e) = (0, 0), f(a) = (0, 1), f(b) = (1, 0), f(ab) = (1, 1), missä siis taulukon mukaisesti
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ab = c = ba. Määritelmänsä nojalla f on bijektio. Osoitetaan, että f on homomorﬁs-
mi. Oletetaan, että x ∈ {e, a, b, ab}. Nyt f(ex) = f(xe) = f(x) = f(e) + f(x). Jos
taas x ∈ {a, b, ab}, niin ax on jokin seuraavista: aa = e, ab = ba, a(ab) = b = (ab)a eli
ax = xa ja f(e) = f(e) + f(e), f(ab) = (1, 1) = (0, 1) + (1, 0) = f(a) + f(b), f(a(ab)) =
f(b) = (1, 0) = (0, 1) + (1, 1) = f(a) + f(ab). Tapauksessa x ∈ {b, ab} saadaan bb = e
ja b(ab) = a = (ab)b ja perustelu on samanlainen kuin edellä. Lopulta f((ab)(ab)) =
f((ab)(ba)) = f(e) = (0, 0) = (1, 1) + (1, 1) = f(ab) + f(ab). Siispä f on isomorﬁsmi.
Oletetaan sitten, että G on kertalukua 4 oleva ryhmä. Jos G on syklinen, pätee G ∼= Z4.
Oletetaan siis, että G ei ole syklinen ja merkitään G = {e, x, y, z}. Selvästi o(e) = 1 ja
o(x) = o(y) = o(z) = 2, sillä Lagrangen lause pätee ja muutoin olisi 〈c〉 = G, jollakin
c ∈ G. Jos xy = x, niin y = e, mikä on mahdotonta. Siispä xy 6= x. Vastaavasti xy 6= y
ja xy 6= e. Ainoa vaihtoehto on siis xy = z. Vastaavasti osoitetaan, että yx = z, joten
xy = yx. Niinpä G = 〈x, y〉, o(x) = o(y) = 2 ja ab = ba, joten G = V .
Näin on saatu, että nelialkioinen ryhmä G on isomorﬁaa vaille joko Z4 tai Z2×Z2 ∼= V .
Ryhmää V kutsutaan yleisesti Kleinin neliryhmäksi.
Seuraava lemma (tai oikeastaan sen todistus) on enemmänkin joukko-opillinen kuin
ryhmäteoreettinen, mutta se toki pätee samalla tavalla myös ryhmille.
Lemma 3.7. Olkoon G äärellinen ryhmä ja H ≤ G. Jos |H| = |G|, niin H = G.
Todistus. Selvästi H ⊆ G. Oletetaan, että |H| = |G|. Osoitetaan, että H = G. Tehdään
vastaoletus H 6= G. Tällöin ryhmän G äärellisyyden nojalla |H| < |G|. Tämä on ristiita.
Siis H = G.
Edellinen todistus ei onnistuisi, mikäli oletusta ryhmän G äärellisyydestä ei olisi. Esimer-
kiksi 2Z ≤ Z ja |2Z| = |Z|, mutta kuitenkin selvästi 2Z 6= Z.
Määritelmä 3.8. Olkoot G ryhmä ja H,K ≤ G. Määritellään merkinnät HK ja H ×K
seuraavasti
HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K}
H ×K = {(h, k) | h ∈ H, k ∈ K}.
Merkintää H ×K kutsutaan ulkoiseksi suoraksi tuloksi ja merkintää HK sisäiseksi suo-
raksi tuloksi. Kun h1, h2 ∈ H ja k1, k2 ∈ K, niin laskutoimitus H ×K:ssa määritellään
(h1, k1)(h2, k2) = (h1h2, k1k2).
Joukko H ×K muodostaa ryhmän. Siinä neutraalialkiona toimii (eH , eK) ja kääntei-
salkiona (h, k)−1 = (h−1, k−1), missä h ∈ H, k ∈ K. Katso esimerkiksi viite [11].
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Lause 3.9. Oletetaan, että H,K ovat ryhmän G normaaleja aliryhmiä. Jos G = HK ja
H ∩K = {e}, niin G ∼= H ×K.
Todistus. Oletetaan, että G = HK ja H ∩ K = {e}. Näytetään, että aliryhmien H ja
K alkiot kommutoivat keskenään. Olkoot h ∈ H ja k ∈ K. Nyt normaalisuuskritee-
rin perusteella (hkh−1)k−1 ∈ K ja h(kh−1k−1) ∈ H. Ryhmän liitännäisyyden nojalla
hkh−1k−1 ∈ H ∩K = {e}, joten hk = kh.
Oletetaan sitten, että g ∈ G. Koska G = HK, niin alkiolla g on esitys g = hk, missä
h ∈ H ja k ∈ K. Osoitetaan, että tämä tuloesitys on yksikäsitteinen. Oletetaan siis, että
alkiolla g on toinenkin esitys g = h1k1, missä h1 ∈ H ja k1 ∈ K. Tällöin hk = h1k1, joten
kk−11 = h
−1h1 ∈ H ∩K = {e}. Siispä kk−11 = e ja hh−11 = e, joten k = k1 sekä h = h1.
Määritellään lopuksi kuvaus f : G→ H ×K kaavalla f(ab) = (a, b). Todistetaan, että
f on homomorﬁsmi. Tätä varten oletetaan, että h1, h2 ∈ H ja k1, k2 ∈ K. Nyt f(h1k1 ·
h2k2) = f(h1h2 · k1k2) = (h1h2, k1k2) = f(h1h2)f(k1k2). Näin ollen f on homomorﬁsmi.
Koska ryhmän G alkioiden tuloesitys on yksikäsitteinen ja H ∩K = {e}, niin f on myös
bijektio. Näin ollen f on isomorﬁsmi G→ H ×K.
Edellinen lause siis kertoo, että ehtojen täytyttyä HK ∼= H×K. Tästä syystä kumpaakin
merkintää kutsutaan usein vain suoraksi tuloksi.
Lemma 3.10. Oletetaan, että H ja N ovat ryhmän G aliryhmiä. Jos NEG, niin HN ≤
G.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [1].
Lause 3.11. (Cayley). Jokainen ryhmä G on isomorﬁnen symmetrisen ryhmän Sym(G)
jonkin aliryhmän kanssa.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [6].
Seuraava lause yleistää tulosta 2.49.
Lause 3.12. Olkoon G äärellinen ryhmä ja p pienin alkuluku, joka jakaa kertaluvun |G|.
Tällöin jokainen ryhmän G aliryhmä H, jolle [G : H] = p, on normaali.
Todistus. Oletetaan, että H ≤ G, [G : H] = p ja g ∈ G. Merkitään S = G/H. Oletetaan,
että ryhmä G toimii joukossa S seuraavasti. Määritellään kuvaus φg : S → S, φg(xH) =
gxH, missä x ∈ G. Nähdään, että φg on toiminta, sillä φe(xH) = exH = xH ja φab(xH) =
abxH = φa(bxH) = φa(φb(xH)) kaikilla x, a, b ∈ G. Edelleen toiminnan määritelmän
nojalla φg on permutaatio. Siis koska φab = φa ◦ φb : S → S, on kuvaus ψ : G→ Sym(S),
ψ(g) = φg homomorﬁsmi. Havaitaan vielä, että Sym(S) ∼= Sp, sillä |S| = |G/H| = [G :
H] = p.
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Merkitään K = Ker(ψ) ja osoitetaan, että K ⊆ H. Oletetaan, että k ∈ K. Tällöin
ψ(k) = φk = idS. Näin ollen kxH = xH, kaikilla x ∈ G. Erityisesti keH = eH = H, joten
korollaarin 2.47 nojalla k ∈ H.
Kuvauksen ydin on aina kyseisen kuvauksen lähtöjoukon normaali aliryhmä. Tässä
tapauksessa K E G. Koska lisäksi K ⊆ H, niin aliryhmä K on normaali aliryhmässä H.
G/K muodostaa ryhmän ja homomorﬁalauseen 2.51 nojalla G/K ∼= Im(ψ) ≤ Sp. Näin
ollen |G/K| | |Sp| = p!. Jos nyt jokin luku s | |G/K|, niin Lagrangen lauseen nojalla
s | |G| = |K||G/K]. Kuitenkin p on pienin alkuluku, joka jakaa kertaluvun |G|, joten
mikään lukua p pienempi luku, lukua 1 lukuunottamatta, ei voi jakaa kertalukua |G/K|.
Näin ollen |G/K| = p tai |G/K| = 1. Kuitenkin lemman 2.45 nojalla |G/K| = [G : K] =
[G : H][H : K] = p[H : K] ≥ p. Näin ollen |G/K| = p ja edelleen [H : K] = 1. Siispä
H = K EG.
Lemma 3.13. Olkoon G äärellinen ryhmä ja g ∈ G. Tällöin kertaluku |〈g〉| jakaa kerta-
luvun |G|.
Todistus. Koska G ja 〈g〉 ≤ G ovat äärellisiä ryhmiä, tulos seuraa suoraan Lagrangen
lauseesta.
Lemma 3.14. Oletetaan, että A,B,G ja H ovat ryhmiä ja A ∼= G, B ∼= H. Tällöin
A×B ∼= G×H.
Todistus. Oletusten nojalla on olemassa isomorﬁsmit f : A→ G ja g : B → H. Tarvitaan
isomorﬁsmi s : A × B → G × H. Määritellään s(a, b) := (f(a), g(b)). Määritelmänsä
nojalla s on bijektio. Kuvaus s on myös homomorﬁsmi. Tämän nähdäksemme oletetaan,
että (a1, b1), (a2, b2) ∈ A×B. Nyt s((a1, b1)(a2, b2)) = s(a1a2, b1b2) = (f(a1a2), g(b1b2)) =
((f(a1)f(a2), g(b1)(g(b2))) = (f(a1), g(b1))(f(a2), g(b2))) = s(a1, b1)s(a2, b2). Näin ollen s
on isomorﬁsmi, joten A×B ∼= G×H.
Lause 3.14 pätee toki samalla tavalla myös usemman ryhmän äärelliselle suoralle tu-
lolle.
Nyt olemme valmiita tarkastelemaan tapausta |G| = p2.
Lause 3.15. Oletetaan, että G on ryhmä, jolle |G| = p2, p alkuluku. Tällöin G ∼= Zp2 tai
G ∼= Zp × Zp.
Todistus. Jos löytyy sellainen g ∈ G, että o(g) = p2, niin lemman 3.7 nojalla 〈g〉 = G,
joten lauseen 3.1 nojalla G ∼= Zp2 .
Oletetaan nyt, että tällaista alkiota g ei löydy. Olkoon a ∈ G, a 6= e (ja nyt siis
o(a) 6= p2). Merkitään N = 〈a〉. Nyt Lagrangen lauseen nojalla |N | = p. Olkoon nyt b ∈ G
sellainen, että b /∈ N . Merkitään H = 〈b〉. Nyt vastaavasti |H| = p. Näin ollen lauseen 3.5
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nojalla N ∼= Zp sekä H ∼= Zp. Lisäksi p on pienin alkuluku, joka jakaa kertaluvun |G| ja
[G : N ] = [G : H] = p2/p = p, joten korollaarin 3.12 nojalla N EG, H EG.
Näytetään, että H ∩ N = {e}. Oletetaan, että x ∈ H ∩ N . Lemman 3.13 mukaan
äärellisen ryhmän jokaisen alkion kertaluku jakaa ryhmän kertaluvun. Nyt havaitaankin,
että o(x) | H ja o(x) | N . Siis o(x) = 1 tai o(x) = p. Kuitenkin H 6= N , joten |H∩N | 6= p.
Näin ollen o(x) = 1 eli x = e ja siis H ∩N = {e}.
Osoitetaan sitten, että G = HN . Oletetaan, että h1, h2 ∈ H ja n1, n2 ∈ N . Näytetään
todeksi väite h1n1 = h2n2 joss h1 = h2 ja n1 = n2. Jos h1 = h2 ja n1 = n2, niin selvästi
h1n1 = h2n2. Jos taas h1n1 = h2n2, niin h
−1
2 h1 = n2n
−1
1 = e eli h1 = h2 ja n1 = n2, sillä
H ∩N = {e}. Edelleen nähdään, että |G| = p2 = pp = |H||N | = |HN |. Koska HN ≤ G,
niin lemman 3.7 nojalla G = HN .
Näin ollen, edellä olevat tiedot koottuna yhteen, lauseen 3.9 nojalla saadaan G ∼=
H ×N ∼= Zp × Zp.
Tapaus p2 voitaisiin myös todistaa näyttämällä, että tämän kertaluvun omaava ryhmä
on aina Abelin ryhmä. Tämä todistus voidaan tehdä esimerkiksi ryhmän keskusta ja
tekijäryhmää G/Z(G) apuna käyttäen. Katso viite [2].
3.1.3 Tapaus 2p
Lause 3.16. (Cauchy, 1845). Jos alkuluku p jakaa ryhmän G kertaluvun, niin on olemassa
g ∈ G, jolle o(g) = p.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [7].
Lause 3.17. Olkoot G ja H syklisiä ryhmiä, |G| = m ja |H| = n. Oletetaan, että
syt(m,n) = 1. Tällöin G×H on syklinen.
Todistus. Tulos seuraa kiinalaisesta jäännöslauseesta. Koska G ja H ovat syklisiä ryhmiä,
merkitään 〈g〉 = G ja 〈h〉 = H. Oletetaan, että (a, b) ∈ G × H. Osoitetaan, että alkio
(a, b) voidaan lausua virittäjien g ja h avulla. Nyt a = gk ja b = hl, joillakin k, l ∈ Z.
Koska syt(m,n) = 1, niin kiinalaisen jäännöslauseen 2.25 mukaisesti kongruensseihin z ≡
k (mod m) ja z ≡ l (mod n) löytyy ratkaisu z. Tällöin (g, h)z = (gz, hz) = (gk, hl) = (a, b).
Siis G×H on alkion (g, h) virittämänä syklinen.
Korollaari 3.18. Oletetaan, että m,n ∈ N+ ja syt(m,n) = 1. Tällöin Zm × Zn ∼= Zmn.
Todistus. Edellisen lauseen nojalla Zm × Zn on syklinen. Selvästi Zmn on syklinen ja
|Zmn| = |Zm × Zn|, joten korollaarin 3.2 nojalla Zm × Zn ∼= Zmn.
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Ei ole varmaa, että Zm×Zn on syklinen ellei oletusta kertalukujen keskinäisestä jaot-
tomuudesta olisi. Esimerkiksi Z2 × Z2 ei ole syklinen, vaikka Z2 on. Kuten edellä on to-
dettu, ryhmän Z2×Z2 kertaluku on neljä, mutta se sisältää vain kertalukua 1 tai 2 olevia
alkioita, joten se ei voi olla syklinen.
Lause 3.19. Olkoon G ryhmä, jolle |G| = 2p, missä p on alkuluku, p > 2. Tällöin
G ∼= D2p tai G ∼= Z2p.
Todistus. Cauchyn lauseen nojalla G:ssä on alkio h, jonka kertaluku on p sekä alkio k,
jonka kertaluku on 2. Merkitään H = 〈h〉 , K = 〈k〉. Nyt [G : H] = |G|/|H| = 2p/p = 2.
Näin ollen lauseen 2.49 nojalla H CG. Lisäksi |K| = 2, joten k−1 = k.
Oletetaan, että x ∈ K ∩ H. Tällöin x ∈ K ja x ∈ H, joten o(x) | |K| ja o(x) | |H|.
Siis o(x) = 1, joten K ∩H = {e}. Samoin kuin lauseen 3.15 todistuksessa, nähdään, että
|G| = 2p = |K||H| = |KH| ja KH ≤ G. Siispä G = KH = 〈k, h〉.
Nyt normaalisuuskriteerin sekä lauseen 2.31 avulla saadaan khk−1 = khk = hi, jollakin
i ∈ Z, i ≥ 0. Edelleen ehe = k2hk2 = k(khk)k = khik = kh...hk︸ ︷︷ ︸
i kpl
= (khk)...(khk)︸ ︷︷ ︸
i kpl
= hi
2
.
Siis hi
2−1 = e ja edelleen koska o(h) = p, niin p|i2 − 1 eli p|(i + 1)(i − 1). Eukleideen
lemman nojalla p|(i− 1) tai p|(i+ 1).
Jos nyt p|(i − 1), niin khk−1 = khk = hi = hi−1h = eh = h. Näin ollen kh = hk.
Tästä seuraa, että G on Abelin ryhmä: oletetaan, että a, b ∈ G. Nyt a = kihj ja b = ksht,
joillakin i, j, s, t ∈ Z. Koska k ja h kommutoivat keskenään niin saadaan: ab = kihjksht =
kshtkihj = ba, joten G on Abelin ryhmä. Tällöin K C G. Syklisinä ryhminä H ∼= Zp ja
K ∼= Z2. Siis lauseiden 3.9 ja 3.14 sekä korollaarin 3.18 nojalla
G ∼= K ×H ∼= Z2 × Zp ∼= Z2p.
Jos puolestaan p|(i + 1), niin khk−1 = khk = hi = hi+1h−1 = eh−1 = h−1. Tällöin
lauseen 2.70 nojalla G on diedriryhmä eli
G ∼= D2p.
Seuraavassa luvussa saadaan yleisempi tulos, jossa kertaluku 2p yleistyy kertaluvuksi pq.
3.1.4 Tapaus pq
Lause 3.20. Oletetaan, että G on ryhmä, p ja q alkulukuja, p > q ja |G| = pq. Jos
q - (p− 1), niin G ∼= Zpq.
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Todistus. Sylowin lauseen mukaan ryhmällä G on Sylowin p-aliryhmä P sekä Sylowin
q-aliryhmä Q. Tällöin lauseen 3.4 nojalla sekä P , että Q ovat syklisiä. Koska q < p ja
q - (p − 1), niin s 6≡ 1 (mod r), kun s ∈ {p, q, pq} ja r ∈ {p, q}. Kertaluvun pq jakajista
siis vain 1 ≡ 1 (mod p), joten Sylowin p- ja q-aliryhmiä on vain yksi kumpaakin. Näin
ollen korollaarin 2.63 nojalla P,Q E G. Lisäksi kuten lauseessa 3.15, huomataan, että
P ∩Q = {e} ja PQ = G. Siispä lauseiden 3.9 ja 3.14 sekä korollaarin 3.18 nojalla saadaan
G ∼= P ×Q ∼= Zp × Zq ∼= Zpq.
Todistetaan vielä tapaus, jossa q jakaa luvun p − 1. Tätä varten tarvitaan muutama
aputyökalu. Määritellään näistä ensimmäisenä puolisuora tulo.
Kuten lauseessa 3.9 nähtiin, ovat sisäinen suora tulo (HK) ja ulkoinen suora tulo
(H×K) keskenään isomorﬁset, kunhan aliryhmätH jaK ovat normaaleja jaH∩K = {e}.
Seuraava sisäisen puolisuoran tulon määritelmä on eräänlainen suoran tulon kevennys,
koska siinä vaaditaan vain toisen aliryhmän normaalius.
Määritelmä 3.21. Oletetaan, että G on ryhmä ja aliryhmille N,H ≤ G pätee
N EG, N ∩H = {e} ja NH = G.
Tällöin sanotaan, että G on aliryhmiensä N ja H sisäinen puolisuora tulo. Merkitään
G = N oH.
Lemma 3.22. Olkoon G aliryhmiensä N ja H sisäinen puolisuora tulo. Tällöin jokainen
a ∈ G voidaan esittää yksikäsitteisesti muodossa a = nh, missä n ∈ N ja h ∈ H.
Todistus. Oletuksen nojalla G = NH. Oletetaan, että a = n1h1 ja a = n2h2, missä
n1, n2 ∈ N ja h1, h2 ∈ H. Tällöin n−12 n1 = h2h−11 ∈ N ∩H = {e}. Näin ollen n1 = n2 ja
h1 = h2.
Merkittävää on, että sisäisen puolisuoran tulon määritelmässä vaaditaan, että aliryh-
mät N ja H ovat saman ryhmän G aliryhmiä. Koska N on lisäksi normaali, ovat ryhmän
NH alkioiden tulot myös ryhmässä NH. Tämä nähdään seuraavasti. Oletetaan, että
n1, n2 ∈ N ja h1, h2 ∈ H. Tällöin
(3.23) (n1h1)(n2h2) = n1h1n2(h
−1
1 h1)h2 = (n1(h1n2h
−1
1 ))(h1h2) ∈ NH = G.
Edellä siis selvästi h1h2 ∈ H ja n1(h1n2h−11 ) ∈ N , sillä N normaali. Käänteisalkio on myös
joukossa G, sillä (nh)−1 = h−1n−1 = h−1n−1(hh−1) = (h−1n−1h)h−1 ∈ NH.
Entä jos otettaisiin vain kahden mielivaltaisen toisistaan riippumattoman ryhmän kar-
teesinen tulo. Miten pitäisi laskutoimitus määritellä, jotta saataisiin tuloksena ryhmä?
Tämä onnistuu, kun määritellään homomorﬁsmi φ : H → Aut(N).
32
3.1. YLEISIÄ TAPAUKSIA
Määritelmä 3.24. Oletetaan, että N ja H ovat ryhmiä ja oletetaan, että φ : H →
Aut(N) on ryhmähomomorﬁsmi. Merkitään vastaavaa toimintaa (automorﬁsmia) φh :
N → N , φ(h)(n) = φh(n) = h.n. Määritellään, että joukko N oφ H eli ryhmien N ja H
ulkoinen puolisuora tulo on karteesinen tulo N ×H varustettuna laskutoimituksella:
(n1, h1)(n2, h2) = (n1φh1(n2), h1h2), missä (n1, h1), (n2, h2) ∈ N ×H.
Ryhmän ehdot tarkistamalla voidaan nähdä, että N oφ H on ryhmä (viite [1]). Va-
litsemalla homomorﬁsmiksi triviaalihomomorﬁsmi, saadaan tavallinen suora tulo. Edel-
lä määritelty sisäinen puolisuora tulo saadaan, kun automorﬁsmi on konjugointitoiminta
h1n2h
−1
1 aivan kuten edellä nähtiin kaavassa 3.23. Seuraava lause osoittaa, että tämä oli it-
se asiassa motiivi ulkoisen puolisuoran tulon määritelmälle; nimittäin sisäisen puolisuoran
tulon ehdot saadaan toteutumaan sopivalla alkioiden samastuksella.
Lemma 3.25. Oletetaan, että N ja H ovat ryhmiä. Oletetaan, että G on ryhmien N ja
H ulkoinen puolisuora tulo eli G = N oφH, kun φ on jokin homomorﬁsmi H → Aut(N).
Samastetaan keskenään alkiot n ∈ N ja (n, e) ∈ N oφ H sekä h ∈ H ja (e, h) ∈ N oφ H.
Merkitään N˜ = {(n, e) | n ∈ N} ja H˜ = {(e, h) | h ∈ H}. Tällöin N˜ ∼= N , H˜ ∼= H,
N˜ ∩ H˜ = {(e, e)}, N˜ EG ja hnh−1 = φh(n), kaikilla h ∈ H ja n ∈ N .
Todistus. Määritelmiensä nojalla N˜ , H˜ ≤ G. Triviaaleilla isomorﬁsmeilla n 7→ (n, e) ja
h 7→ (e, h) nähdään, että N˜ ∼= N sekä H˜ ∼= H. Selvästi N˜ ∩ H˜ = {(e, e)}.
Oletetaan, että ψ : N oφ H → H on kuvaus ψ(n, h) = h. Oletetaan lisäksi, että
(n1, h1), (n2, h2) ∈ N oφ H. Tällöin ψ((n1, h1)(n2, h2)) = ψ(n1φh1(n2), h1h2) = h1h2 =
ψ(n1, h1)ψ(n2, h2), joten ψ on ryhmähomomorﬁsmi. Selvästi N˜ = Ker(ψ), joten N˜ EG.
Oletetaan, että (e, h), (n, e) ∈ NoφH. Tällöin (e, h)(n, e)(e, h)−1 = (e, h)(n, e)(e, h−1) =
(eφh(n), he)(e, h
−1) = (φh(n), h)(e, h−1) = (φh(n)φh(e), hh−1) = (φh(n), e).
Korollaari 3.26. Oletetaan, että G on ryhmien N ja H sisäinen puolisuora tulo, jossa
N E G,H ≤ G. Määritellään homomorﬁsmi φ : H → Aut(N) toiminnan φh(n) = hnh−1
avulla. Tällöin kuvaus pi : G→ N oφ H, pi(nh) = (n, h) on isomorﬁsmi.
Todistus. Lemman 3.22 nojalla kuvaus pi on hyvinmääritelty funktio. Lisäksi pi on mää-
ritelmänsä nojalla bijektio. Oletetaan, että a, b ∈ G, jolloin a = n1h1, b = n2h2 joillakin
n1, n2 ∈ N ja h1, h2 ∈ H. Tällöin pi on edellisen lauseen nojalla homomorﬁsmi: pi(ab) =
pi((n1h1)(n2h2)) = pi(n1(h1n2h
−1
1 )(h1h2)) = (n1(h1n2h
−1
1 ), h1h2) = (n1φh1(n2), h1h2) =
(n1, h1)(n2, h2) = pi(n1, h1)pi(n2, h2) = pi(a)pi(b).
Määritellään sitten jäännösluokkaryhmä, kun laskutoimituksena on jäännösluokkien
kertolasku [a]n · [b]n = [ab]n.
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Määritelmä 3.27. Merkitään Z∗n = (Z/nZ)∗ = {[m]n | syt(m,n) = 1}.
(Z∗n, ·) muodostaa ryhmän, kun · on jäännösluokkien kertolasku (viite [1]). Vaatimus luku-
jen m ja n yhteisestä jaottomuudesta tarvitaan, jos halutaan, että Z∗n on ryhmä. Esimer-
kiksi alkiolla [0]n ∈ Zn ei ole käänteisalkiota. Joukon Z∗n käänteisalkioiden olemassaolon
voi todeta esimerkiksi Bezout:n lemman avulla.
Lemma 3.28. Aut(Zn) ∼= Z∗n.
Todistus. Oletetaan, että φ ∈ Aut(Zn). Alkio [1]n virittää ryhmän Zn. Nyt ykkösalkion
kuva φ([1]n) = [a]n, a ∈ Z, määrittää automorﬁsmin φ, sillä φ(s[1]n) = sφ([1]n) jokaisella
0 ≤ s < n. Edelleen o([1]n) = n, joten o([a]n) = o(φ([1]n) = n. Oletetaan, että d =
syt(a, n). Nyt n jakaa luvun (na)/d, sillä erityisesti d jakaa luvun a. Näin ollen [(na)/d]n =
[0]n. Koska o([a]n) = n eli n on pienin luku, jolla pätee n[a]n = [0]n, on pakko olla
d = syt(a, n) = 1. Tämä tarkoittaa, että [a]n ∈ Z∗n.
Olkoot sitten ψ kuvaus ψ : Aut(Zn)→ Z∗n, ψ(φa) = [a]n, 0 ≤ a < n. Osoitetaan, että
ψ on isomorﬁsmi. Oletetaan, että φa, φb ∈ Aut(Zn). Oletetaan lisäksi, että z ∈ Zn. Tällöin
z = [r]n jollakin 0 ≤ r < n. Nyt nähdään, että (φa ◦ φb)(z) = φa(φb(z)) = φa(φb([r]n)) =
φa(φb(r[1]n)) = φa(rφb([1]n)) = φa(r[b]n) = φa(rb[1]n) = rbφa([1]n) = rb[a]n = r[ab]n =
rφab([1]n) = φab(r[1]n) = φab([r]n) = φab(z). Siis
ψ(φa ◦ φb) = ψ(φab) = [ab]n = [a]n[b]n = ψ(φa)ψ(φb).
Näin ollen ψ on homomorﬁsmi. Lisäksi ψ on määritelmänsä nojalla injektio, kun 0 ≤ a <
n. Osoitetaan vielä, että ψ on surjektio. Jokaista [a]n ∈ Z∗n kohden löytyy automorﬁsmi
φa : Zn → Zn muotoa φa(z) = r[a]n, missä z = [r]n ∈ Zn jollakin 0 ≤ r < n. Osoitetaan,
että φa todella on automorﬁsmi. Oletetaan, että [x]n, [y]n ∈ Zn. Jos φa([x]n) = φa([y]n),
niin x[a]n = y[a]n. Näin ollen [xa − ya]n = [0]n. Edelleen [a(x − y)]n = [0]n. Koska
syt(a, n) = 1, niin erotuksen x − y on oltava luvun n monikerta. Näin ollen [x]n = [y]n.
Siis φa on injektio. Koska lähtö- ja maalijoukko ovat äärelliset ja saman kokoiset ja φa on
injektio, niin φa on myös surjektio. Lisäksi kuvaus φa on homomorﬁsmi Zn → Zn, sillä
φa([x]n + [y]n) = φa([x + y]n) = (x + y)[a]n = [a(x + y)]n = [ax + ay]n = [ax]n + [ay]n =
x[a]n + y[a]n = φa([x]n) + φa([y]n). Siis φa on automorﬁsmi. Siispä ψ on isomorﬁsmi.
Määritelmä 3.29. (Eulerin phi-funktio, engl. Euler's totient function). Määritellään Eu-
lerin Φ-funktion olevan sellainen funktio, että Φ(n) tarkoittaa kokonaislukujen k ≤ n lu-
kumäärää, joille pätee syt(n, k) = 1. Tämä funktio voidaan kirjoittaa eksplisiittisesti myös
muodossa:
(3.30) Φ(n) = n
∏
p|n
(1− 1
p
),
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missä tulo tapahtuu yli kaikkien sellaisten alkulukujen p, jotka jakavat luvun n. Kaavan
3.30 todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [9].
Huomautus 3.31. Havaitaan, että erityisesti alkuluvulle p pätee Φ(p) = p− 1.
Lemma 3.32. |Z∗n| = Φ(n).
Todistus. Väite seuraa ryhmän Z∗n määritelmästä.
Lemma 3.33. Ryhmä Z∗p on syklinen, kun p on alkuluku.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [1].
Lemma 3.34. Oletetaan, että α, β : H → Aut(N) ovat homomorﬁsmeja. Oletetaan
lisäksi, että γ : H → H on sellainen automorﬁsmi, että α = β ◦ γ. Tällöin N oα H ∼=
N oβ H.
Todistus. Oletetaan, että f on kuvaus f : N oα H → N oβ H, f(n, h) = (n, γ(h)).
Osoitetaan, että f on homomorﬁsmi. Oletetaan, että (n1, h1), (n2, h2) ∈ H oα N . Tällöin
f((n1, h1)(n2, h2)) = f(n1αh1(n2), h1h2) = (n1αh1(n2), γ(h1h2)) = (n1βγ(h1)(n2), γ(h1)γ(h2))
= (n1, γ(h1))(n2, γ(h2)) = f(n1, h1)f(n2, h2). Koska γ on bijektio, niin f on bijektio, joten
f on vaadittu isomorﬁsmi.
Lause 3.35. Oletetaan, että G on ryhmä, p ja q alkulukuja, p > q ja |G| = pq. Tällöin
Jos q | (p − 1), niin joko G ∼= Zpq tai G ∼= Zp oφ Zq, missä φ on jokin epätriviaali
ryhmähomomorﬁsmi. Kaikki epätriviaalien ryhmähomomorﬁsmien tuottamat ryhmät ovat
keskenään isomorﬁsia.
Todistus. Cauchyn lauseen nojalla on olemassa sellaiset alkiot h, k ∈ G, että o(h) = p ja
o(k) = q. Merkitään H = 〈h〉 ja K = 〈k〉. Lisäksi [G : H] = |G|/|H| = q, ja koska q
on pienin alkuluku, joka jakaa kertaluvun |G|, niin H on normaali. Leikkauksen H ∩ K
jokaisen alkion kertaluku on 1, joten H ∩ K = {e}, ja edelleen |G| = |H||K| = |HK|
(viite lause 3.15). Siispä G = HK ja näin ollen G on ryhmien H ja K puolisuora tulo.
Syklisinä ryhminä H ∼= Zp ja K ∼= Zq. Niinpä korollaarin 3.26 nojalla G ∼= H oφ K ∼=
Zp oφ Zq jollakin homomorﬁsmilla φ : Zq → Aut(Zp) ∼= Z∗p ∼= Zp−1, jossa toimintana on
φk(h) = khk
−1.
Oletetaan, että q | (p − 1). Koska |Z∗p| = p − 1, niin φ voi olla myös epätriviaa-
li. Edellä olevan nojalla pätee 〈h, k〉 = G, ja alkioille h ja k pätee: hp = e, kq = e.
Lisäksi aliryhmän H normaaliudesta johtuen k−1hk = hr, jollakin r ∈ N+. Näin ol-
len (k−1hk)...(k−1hk)︸ ︷︷ ︸
r kpl
= hr...hr︸ ︷︷ ︸
r kpl
, joten k−1hrk = hr
2
. Tästä saadaan k−1(k−1hk)k = hr
2
eli k−2hk2 = hr
2
. Toistamalla edellä olevaa menettelyä induktiivisesti q kertaa, saadaan
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k−qhkq = hr
q
. Näin ollen h = hr
q
, joten hr
q−1 = e. Toisaalta o(h) = p. Siispä p | (rq − 1).
Tämä tarkoittaa, että rq = 1 + np, jollakin n ∈ Z eli rq ≡ 1 (mod p).
Oletetaan, että r 6= 1. Tällöin G ei ole vaihdannainen ja φ ei ole triviaali. Voidaan
kirjoittaa p− 1 = qn, jollakin n ∈ N+. Osoitetaan, että homomorﬁsmin φ 6= 1 valinnasta
riippumatta saadaan aina sama ryhmä. Homomorﬁsmi kuvaa neutraalialkion neutraalial-
kiolle. Nyt q[1]q = [0]q, ja koska qn = p−1, niin qi[n]p−1 = iqn[1]p−1 = i[p−1]p−1 = [0]p−1,
kun 1 ≤ i ≤ q − 1. Mahdollisia erilaisia homomorﬁsmeja on nyt q − 1 kappaletta. Siis
jokaiselle homomorﬁsmille φi : Zq → Zp−1 pätee φi([1]q) = i[n]p−1, missä 1 ≤ i ≤ q − 1.
Kuitenkin jokaista φi kohden löytyy automorﬁsmi γi : Zq → Zq, γi([n]q) = i[1]q, jolla
siis pätee φi = φ1 ◦ γi. Näin ollen lemman 3.34 nojalla jokainen homomorﬁsmi φi tuottaa
isomorﬁaa vaille saman ryhmän. Tässä tapauksessa siis G ∼= Zp oφ Zq.
Jos r = 1, niin G on vaihdannainen (ja φ on triviaali), jolloin K C G, ja tällöin
G ∼= Zp × Zq ∼= Zpq, sillä syt(p, q) = 1.
Edellinen lause on yleistys tulokselle 3.19, sillä alkuluvun p on oltava aina pariton ja
tällöin alkuluku 2 jakaa luvun p−1. Uuttakin tietoa kuitenkin saadaan, sillä nyt tiedetään
millaisia esimerkiksi kertalukua 5 · 11 olevat ryhmät ovat.
3.2 Tapaukset 8 ja 12
3.2.1 Tapaus 8
Seuraava lause kertoo, että kertalukua 8 olevia vaihdannaisia ryhmiä on tasan kolme
erilaista. Lauseen todistus perustuu niihin havaintoihin, että ryhmällä Z8 on ainoana
kertalukua 8 olevia alkioita (neljä kappaletta), Z2×Z2×Z2 sisältää ainoastaan kertalukua
2 olevia alkioita neutraalialkion lisäksi, ja Z4 × Z2 puolestaan sisältää (neljä kappaletta)
kertalukua 4 olevia alkioita. Näin ollen näiden kolmen ryhmän laskutoimitustaulut ovat
täysin erilaiset.
Lause 3.36. Olkoon G kertalukua 8 oleva Abelin ryhmä. Tällöin G on isomorﬁnen tasan
yhden seuraavista kanssa:
(i) Z8,
(ii) Z2 × Z2 × Z2 tai
(iii) Z4 × Z2.
Todistus. (i) Oletetaan, että ryhmä G sisältää alkion, jonka kertaluku on 8. Tällöin G
on selvästi syklinen, joten lauseen 3.1 nojalla se on isomorﬁnen ryhmän Z8 kanssa.
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(ii) Oletetaan, että ryhmän G jokaisen neutraalialkiosta eroavan alkion kertaluku on 2.
Oletetaan, että s, t ∈ G, s 6= t, s 6= e, t 6= e. Merkitään 〈s〉 = S ja 〈t〉 = T . Tällöin
ST = {e, s, t, st} ≤ G. Lemman 2.50 nojalla S, T C G, joten lauseen 3.9 nojalla
ST ∼= S × T . Edelleen oletetaan, että r ∈ G, r /∈ ST, r 6= e. Merkitään 〈r〉 = R.
Tällöin RCG, ST ∩R = {e} ja STCG. Näin ollen G = (ST )R (samoin kuin lauseen
3.15 todistuksessa) ja lisäksi koska S, T ja R ovat syklisiä, niin S ∼= Z2, T ∼= Z2,
R ∼= Z2. Siispä lauseiden 3.9 ja 3.14 nojalla:
G ∼= ST ×R ∼= S × T ×R ∼= Z2 × Z2 × Z2.
(iii) Oletetaan, että kohdat (i) ja (ii) eivät toteudu. Tällöin Lagrangen lauseen nojalla
ryhmä G sisältää alkion s, jonka kertaluku on 4. Merkitään 〈s〉 = S. Osoitetaan,
että joukossa G \ S on alkio t jonka kertaluku on 2. Oletetaan nyt, että r ∈ G ja
r /∈ S. Jos r2 = e, niin voimme valita t = r ja olemme valmiit. Muussa tapauksessa
täytyy olla r4 = e. Koska [G : S] = 8/4 = 2, niin löytyy tasan kaksi ryhmän S
sivuluokkaa: S ja rS. Alkio r ei ole alkion s virittämä, joten r2 ∈ S. Koska s2 on
ainoa aliryhmän S alkio, jonka kertaluku on 2, niin täytyy olla r2 = s2. Olkoon nyt
t = rs. Selvästi t ∈ rS ja tällöin t2 = (rs)2 = r2s2 = r2r2 = r4 = e. Näin ollen
löydettiin kertalukua 2 oleva alkio t. Merkitään 〈t〉 = T . Nähdään, että syklisinä
aliryhminä S ∼= Z4 ja T ∼= Z2.
Nyt samoin kuten lauseen 3.15 todistuksessa nähdään, että G = ST sekä S ∩ T =
{e}. Lisäksi lemman 2.50 nojalla S, T CG, joten lauseiden 3.9 ja 3.14 nojalla:
G ∼= S × T ∼= Z4 × Z2.
Tapaukset (i)  (iii) kattavat kaikki tapaukset kertalukua 8 olevista Abelin ryhmistä,
joten väite pätee.
Lemma 3.37. Oletetaan, että G on ryhmä. Jos g2 = e kaikilla g ∈ G, niin G on vaih-
dannainen.
Todistus. Oletetaan, että x, y ∈ G. Selvästi xy = xy. Oletuksen nojalla ((yx)(yx))(xy) =
xy. Liitännäisyyden nojalla (yx)y(xx)y = xy, joten (yx)(yy) = xy. Näin ollen yx =
xy.
Lause 3.38. Q  D8.
Todistus. Havaitaan, että ryhmässä D8 on viisi alkiota, joiden kertaluku on 2 (alkiot
a2, b, ba, ba2 ja ba3). Kvaternioilla on vain yksi alkio, jonka kertaluku on 2 (alkio −1). Näin
ollen lemman 2.37 nojalla Q  D8.
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Lause 3.39. Olkoon G kertalukua 8 oleva ei-vaihdannainen ryhmä. Tällöin G on isomor-
ﬁnen tasan yhden seuraavista kanssa:
(i) Q tai
(ii) D8.
Todistus. Aloitetaan tutkimalla millaisia alkioita ryhmässä G voi olla. Ryhmän jokaisen
alkion kertaluvun tulee jakaa ryhmän kertaluku, joten mahdollisuudet ovat 1, 2, 4 ja 8.
Koska G ei ole vaihdannainen, niin lemman 3.37 nojalla ryhmän G täytyy sisältää alkio,
jonka kertaluku ei ole 2. Myöskin lauseen 2.32 nojalla G ei voi olla syklinen ja näin ollen
G ei voi sisältää alkiota, jonka kertaluku on 8. Näin ollen ryhmä G sisältää alkion s, jonka
kertaluku on 4, merkitään 〈s〉 = {e, s, s2, s3} = S. Oletetaan, että r ∈ G ja r /∈ S. Nyt
[G : S] = |G|/|S| = 8/4 = 2, joten S C G. Toisaalta ryhmän S vasempia sivuluokkia
on tasan kaksi kappaletta ja nämä ovat S ja rS = {r, rs, rs2, rs3}. Koska alkio r ei ole
alkion s virittämä ja näin ollen selvästi r2 /∈ rS, niin r2 ∈ S. Alkion r kertaluku on 2
tai 4 (r 6= e), joten r2 = e tai r2 = s2. Edellä olevan havainnon nojalla S C G, joten
normaalisuuskriteerin nojalla rsr−1 ∈ S. Koska o(rsr−1) = 4, niin rsr−1 = s3 = s−1
tai rsr−1 = s. Jälkimmäinen ei voi kuitenkaan päteä, sillä tällöin rs = sr, mutta G
ei kuitenkaan ole vaihdannainen. Näin ollen ryhmän G jokainen alkio voidaan kirjoittaa
muodossa rnsm, missä n,m ∈ N+ ja edelleen 〈s, r〉 = G. Saadaan kaksi tapausta:
(i) s4 = e, s2 = r2 ja rsr−1 = s−1 tai
(ii) s4 = e, r2 = e ja rsr−1 = s−1.
Näin ollen tapauksessa (i) ryhmä G on lauseen 2.74 nojalla kvaternioryhmä Q ja puoles-
taan tapauksessa (ii) G on lauseen 2.70 nojalla diedriryhmä D8.
3.2.2 Tapaus 12
Kertalukua 12 varten tarvitsemme uuden ryhmän, jota merkitsemme symbolilla T .
Määritelmä 3.40. T on kertalukua 12 oleva ryhmä, jonka virittävät sellaiset alkiot r ja
s, että
r6 = e ja s2 = r3 = (rs)2.
Ekvivalentteina ehtoina voidaan antaa: s4 = e, r3 = e ja rsr = s.
Lause 3.41. Ryhmä T on olemassa.
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Todistus. Osoitetaan, että T on ryhmien Z3 ja Z4 puolisuora tulo. Oletetaan, että Z3 = 〈a〉
ja Z4 = 〈b〉. Määritellään homomorﬁsmi φ : Z4 → Aut(Z3) ∼= Z2, φ(b) = φb, missä
toiminta φb : Z3 → Z3 määritellään (virittäjän b mukaan):
φb(a) = a
2, φb(a
2) = a, ja φb(e) = e sekä
φe(a) = a, φe(a
2) = a2, ja φe(e) = e.
Tällöin erityisesti φb2(a) = φbb(a) = φb(φb(a)) = φb(a2) = a ja vastaavasti φb2(a2) = a2.
Ryhmän Z3 oφ Z4 kertaluku on 3 · 4 = 12. Merkitään r = (a2, b2) ja s = (a, b). Tällöin
(rs)2 = ((a2, b2)(a, b))2 = (a2φb2(a), b
2b))2 = (a3, b3)2 = (a6, b2b4) = (e, b2). Vastaavasti
s2 = (a, b)(a, b) = (aφb(a), b
2) = (aa2, b2) = (e, b2). Edelleen r3 = (a2, b2)(a2, b2)(a2, b2) =
(a2φb2(a
2), b2b2)(a2, b2) = (a2a2, b4)(a2, b2) = (a, e)(a2, b2) = (aφe(a
2), eb2) = (aa2, b2) =
(e, b2). Lopulta r6 = r3r3 = (e, b2)(e, b2) = (eφb2(e), b2b2) = (e, b4) = (e, e).
Niinpä r6 = e ja s2 = r3 = (rs)2 eli ryhmän T ehdot toteutuvat.
Lause 3.42. Ryhmän T ehdot määrittävät isomorﬁaa vaille yksikäsitteisen ryhmän.
Todistus. Yksikäsitteisyyden todistaminen onnistuu samaan tyyliin kuin kvaternioryhmän
tapauksessa (lause 2.74).
Osoitetaan, että ryhmän T jokainen alkio voidaan lausua muodossa rasb, missä 0 ≤
a < 6 ja 0 ≤ b < 2. Nähdään, että s4 = s2s2 = r3r3 = r6 = e ja s3 = ss2 = sr3. Koska
s2 = (rs)2, niin sr = r5s. Edelleen srk = r5ks, s2rk = r3rk = r3+k, s3rk = sr3rk = sr3+k =
r5(3+k)s ja s4rk = rk. Tiedetään, että jokainen ryhmän T alkio voidaan lausua virittäjien
potenssien tuloina, joten edellisen nojalla jokainen alkio voidaan järjestelemällä saada
muotoon: rasb, missä 0 ≤ a < 6 ja 0 ≤ b < 2. Loppuosa todistuksesta sujuu vastaavasti
kuin kvaternioryhmälle lauseessa 2.74.
Lemma 3.43. A4 on ainoa ryhmän S4 kertalukua 12 oleva aliryhmä.
Todistus. Havaitaan, että A4 < S4, |S4| = 4! = 24 ja |A4| = 12. Oletetaan nyt, että
S < S4 ja |S| = 12. Osoitetaan, että S = A4. Havaitaan, että [S : A4] = 2, joten S C S4.
Nyt tekijäryhmän S4/S kertaluku on 2, joten s2 = e kaikilla s ∈ S4/S. Tällöin jokaisella
σ ∈ S4 pätee S = (σS)2 = σSσS = σ2S. Tästä seuraa, että σ2 ∈ S eli jokainen ryhmän
S4 permutaation neliö löytyy ryhmästä S.
Oletetaan, että α ∈ A4. Tällöin α = τ 2, jollakin τ ∈ S4, sillä (1) = (1)2, (ijk) = (ikj)2
ja (ij)(kl) = (ikjl)2 eri luvuilla i, j, k, l. Nyt edellisen nojalla α = τ 2 ∈ S, siispä A4 ⊂ S.
Koska |S| = |A4| = 12, niin S = A4.
Lemma 3.44. Oletetaan, että G on ryhmä, g, h ∈ G ja gh = hg. Oletetaan, että o(g) = m
sekä o(h) = n ja syt(m,n) = 1. Tällöin o(gh) = mn.
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Todistus. Merkitään s = mn ja a = o(gh). Koska gh = hg, niin (gh)s = gshs = gnmhmn =
(gm)n(hn)m = enem = e. Lemman 2.36 nojalla luvun a = o(gh) on jaettava luku s.
Nyt (gh)a = e, joten gaha = e. Siis ga = h−a ja edelleen (ga)m = (h−a)m. Näin ollen
e = (gm)a = h−ma. Siispä n | −ma. Edelleen koska syt(m,n) = 1, niin Eukleideen lemman
nojalla n|a. Tilanteen symmetrisyyden vuoksi vastaavasti m | a. Näin ollen lemman 2.20
nojalla s = mn|a.
Lopulta koska a|s ja s|a, niin o(gh) = a = s = mn.
Lemma 3.45. Oletetaan, että G on ryhmä, |G| = 12 ja G  A4. Tällöin G sisältää
alkion, jonka kertaluku on 6. Lisäksi ryhmällä G on normaali Sylowin 3-aliryhmä ja siten
G sisältää täsmälleen kaksi kertalukua 3 olevaa alkiota.
Todistus. Sylowin lauseen nojalla ryhmällä G on Sylowin 3-aliryhmä P , jonka kertaluku
on |P | = 3. Koska |P | on alkuluku, niin 〈b〉 = P , jollakin b ∈ G. Tällöin P = {e, b, b2} ja
alkion b2 kertaluku on myös 3. Nähdään, että [G : P ] = |G|/|P | = 4. Samoin kuten lauseen
3.12 todistuksessa, oletetaan, että G toimii joukossa G/P toimintana φg : G/P → G/P ,
φg(xP ) = gxP , missä x ∈ P . Näin saadaan homomorﬁsmi ψ : G → S4, ψ(g) = φg
ja edelleen K := Ker(ψ) ≤ P . Nyt Lagrangen lauseen nojalla K = {e} tai K = P .
Jos K = {e}, niin ψ on monomorﬁsmi ja tällöin kuvassa Im(f) on 12 = |G| alkiota.
Homomorﬁalauseen perusteella G = G/K ∼= Im(f) ≤ S4. Näin ollen lemman 3.43 nojalla
G ∼= A4 = Im(f). Kuitenkin G  A4, joten on oltava K = P . Siispä P E G, joten
korollaarin 2.63 nojalla P on ryhmän G ainoa Sylowin 3-aliryhmä. Nyt G sisältää tasan
kaksi kertalukua 3 olevaa alkiota, jotka ovat b ja b2, sillä jos ryhmässä G olisi kolmaskin
kertalukua 3 oleva alkio, niin se kuuluisi johonkin kertalukua 3 olevaan aliryhmään; tässä
tapauksessa siis ryhmään P . Alkion b jokaisen konjugaatin kertaluku on 3, sillä (gbg−1)3 =
gbg−1gbg−1gbg−1 = gb3g−1 = geg−1 = e kaikilla g ∈ G, ja 3 on pienin positiivinen
potenssi jolla e saadaan. Tällöin jokainen alkion b konjugaatti on joko b tai b2. Siis [G :
CG(b)] = |bG| ∈ {1, 2}, joten Lagrangen lauseen nojalla ryhmän CG(b) kertaluku on 6 tai
12. Kummassakin tapauksessa Cauchyn lauseen nojalla löytyy a ∈ CG(b), jolle o(a) = 2.
Keskittäjän määritelmän nojalla a ja b kommutoivat keskenään. Edelleen lemman 3.44
nojalla alkion ab ∈ G kertaluku on 6.
Lause 3.46. Ryhmät A4, D12 ja T eivät ole isomorﬁsia keskenään.
Todistus. Tapaus A4  D12. Havaitaan, että A4 sisältää tasan kolme kertalukua 2 olevaa
alkiota, jotka ovat (12)(34), (13)(24) ja (14)(23). Ryhmä D12 puolestaan sisältää tasan
seitsemän kertalukua 2 olevaa alkiota, jotka ovat b, a3, ab, ba, ba2, a2b ja a3b. Näin ollen
lemman 2.37 nojalla tämä väite pätee.
Tapaus A4  T . Ryhmä T sisältää tasan yhden kertalukua 2 olevan alkion, joka on
b2. Edellä olevan nojalla A4 sisältää näitä kolme, joten tämäkin väite pätee.
Tapaus D12  T . Edellä olevan nojalla tämä väite on selvä.
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Lemma 3.47. S3 × Z2 ∼= D6 × Z2 ∼= D12.
Todistus. Sekä ryhmässä S3 × Z2, että ryhmässä D12 on 12 alkiota kummassakin. Havai-
taan, että D6 ja S3 ovat kummatkin ei-vaihdannaisia ryhmiä ja |D6| = |S3| = 2 · 3 = 6,
joten lauseen 3.19 nojalla D6 ∼= S3.
Olkoon D12 alkioiden a ja b virittämä. Koska ba = a5b, niin ab = ba5, a2b = ba4, a3b =
ba3, a4b = ba2 ja a5b = ba. Tällöin luettelemalla kaikki virittäjien potenssit, voidaan
D12 kirjoittaa muodossa D12 = {e, a, a2, a3, a4, a5, b, ba, ba2, ba3, ba4, ba5}. Merkitään H =
〈a2, b〉 = {e, a2, a4, b, a2b, ba2}, K = 〈a3, e〉 = {e, a3}, H,K < D12. Nähdään, että HCD12,
sillä [D12 : H] = 2. Tarkistetaan, ettäK on normaali. Selvästi e kommutoi jokaisen ryhmän
D12 alkion kanssa, joten e ∈ Z(D12). Nyt nähdään, että jos valitaan vastinparit ai ja
ba6−i, missä i ∈ {1, 2, 4, 5} niin (ba6−i)ai = b 6= a2ib = aiaib = ai(ba6−i), sillä ehto 2i = 6
tarkoittaisi i = 3. Näin ollen mikään näistä alkioista ai ja ba6−i ei voi kuulua ryhmän D12
keskukseen. Lisäksi (ba3)(ba) = (a3b)(ba) = a4 6= a2 = a6a2 = a8 = (a5b)(ba3) = (ba)(ba3)
ja ab 6= ba, joten myöskään alkiot ba3 ja b eivät ole keskuksessa. Poikkeuksen muodostaa
alkio a3, joka kommutoi jokaisen ryhmän D12 alkion kanssa, sillä a3bai = ba3ai = ba3+i =
baia3, kaikilla 0 ≤ i ≤ 5. Näin ollen a3 ∈ Z(D12) ja K = {e, a3} = Z(D12)CD12.
Kuten aiemminkin vastaavissa tilanteissa: H ∩K = {e} ja niin ollen |D12| = |H||K| =
|HK|. Koska HK ≤ D12, niin D12 = HK. Lauseen 3.9 nojalla saadaan D12 ∼= H×K. Nyt
H ei ole vaihdannainen, joten lauseen 3.19 nojalla H ∼= D6. Lisäksi lauseen 3.5 nojalla
K ∼= Z2. Näin ollen D12 ∼= D6 × Z2.
Lause 3.48. Olkoon G kertalukua 12 oleva ei-vaihdannainen ryhmä. Tällöin G on iso-
morﬁnen tasan yhden seuraavista kanssa:
(i) A4,
(ii) D12 tai
(iii) T .
Todistus. Osoitetaan, että jos G  A4, niin joko G ∼= D12 tai G ∼= T .
Oletetaan siis, että G  A4. Lemman 3.45 nojalla ryhmällä G on kertalukua 3 oleva
Sylowin 3-aliryhmä K, joka on syklinen ja K C G. Merkitään 〈k〉 = K = {e, k, k2}.
Oletetaan lisäksi, että P on ryhmän G kertalukua 4 oleva Sylowin 2−aliryhmä. Havaitaan,
että jos x ∈ K ∩P , niin o(x) | |K| = 3 ja o(x) | |P | = 4. Näin ollen o(x) = 1 eli x = e. Siis
K ∩ P = {e}. Edelleen |G| = |K||P | = |KP |, joten G = KP . Saamme kaksi vaihtoehtoa
ryhmälle P : P ∼= Z2 × Z2 ∼= V tai P ∼= Z4 (lause 3.15).
Tapauksessa P ∼= V pätee P = 〈a, b | a2 = b2 = e, ab = ba〉. Koska G ei ole vaihdan-
nainen, on löydyttävä alkio x ∈ P , jolla pätee xk 6= kx. Koska x2 = e, niin xkx 6= k.
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Toisaalta, kuten lemman 3.45 todistuksessa nähtiin: xkx−1 = xkx = k tai xkx = k2.
Siispä xkx−1 = k2 = k−1. Alkion k kertaluku on 3, jolloin 〈x, k〉 ∼= D6. Oletetaan sit-
ten, että y ∈ P , y 6= x, y 6= e. Jos yk 6= ky, niin kuten edellä, yky−1 = k−1. Siispä
xkx−1 = yky−1. Tällöin alkio xy ∈ P kommutoi alkion k kanssa, sillä xxkx−1 = xyky−1,
edelleen kx−1y = xyky−1y ja lopulta k(xy) = (xy)k. Jos merkitään s = (xy)k, niin lem-
man 3.44 nojalla o(s) = 6 ja 〈x, s〉 = G. Lisäksi xsx−1 = xsx = x((xy)k)x = (xkx)yx =
k−1yx = k−1(y−1x−1) = k−1(xy)−1 = s−1. Näin ollen G ∼= D12.
Tarkastellaan sitten tapausta P ∼= Z4. Oletetaan, että aliryhmä P on alkion a ∈ P
virittämä. Nyt G = 〈k, a〉. Jos olisi ka = ak, niin ryhmä G olisi vaihdannainen, joten
on oltava ka 6= ak. Koska K C G, niin aka−1 ∈ K ja edelleen aka−1 = e tai aka−1 = k
tai aka−1 = k2. Tapaukset aka−1 = e ja aka−1 = k johtavat ristiriitoihin (k = e ja
ak = ka), joten on oltava ak = k2a = k−1a. Edelleen a2ka−2 = a(aka−1)a−1 = a(k−1)a−1.
Vastaavasti kuin edellä ak−1a−1 = e tai ak−1a−1 = k tai ak−1a−1 = k2. Ensimmäisessä
tapauksessa k−1 = e ja kolmannessa tapauksessa ak2 = k2a = ak, joten saadaan k = e.
Kumpikin tapaus on ristiriita, joten ak−1a−1 = k. Näin ollen a2ka−2 = k eli alkiot a2
ja k kommutoivat. Nyt o(a2) = 2, joten o(a2k) = 6. Merkitään r = a2k. Koska a2 ja k
kommutoivat, saadaan: r3 = (a2k)3 = a6k3 = (a2)2a2k3 = a2. Edelleen (ra)2 = (ra)(ra) =
(a2ka)(a2ka) = (ka2a)(ka2a) = (ka3)(ka3) = (ka−1)(ka−1). Koska ak = k−1a, niin ka−1 =
a−1k−1. Niinpä ka−1ka−1 = a−1k−1ka−1 = a−2 = (a−1)2 = (a3)2 = a6 = (a4)a2 = a2
ja lopulta (ra)2 = a2. Koska G = 〈a, r〉 ja ryhmän T ominaisuudet toteutuvat, niin
G ∼= T .
Lause 3.49. Olkoon G kertalukua 12 oleva vaihdannainen ryhmä. Tällöin G on isomor-
ﬁnen tasan yhden seuraavista kanssa:
(i) Z12 tai
(ii) Z2 × Z6.
Todistus. Nähdään, että |G| = 12 = 22 · 3. Koska ryhmä G on vaihdannainen, niin sen
jokainen aliryhmä on normaali. Tällöin korollaarin 2.63 nojalla ryhmän G Sylowin 2-
aliryhmiä on tasan yksi ja sama pätee Sylowin 3-aliryhmille. Merkitään tätä Sylowin
2-aliryhmää P ja Sylowin 3-aliryhmää Q.
Koska P ja Q ovat normaaleja ryhmässä G, niin PQ ≤ G. Edelleen P ∩Q = {e}, sillä
jokaisen aliryhmän P ∩Q alkion kertaluvun tulee jakaa kertaluku |P | = 4 sekä kertaluku
|Q| = 3. Lisäksi |G| = |P ||Q| = |PQ|. Siispä G = PQ. Havaitaan, että aiempien tulosten
perusteella P ∼= Z4 tai P ∼= Z2 × Z2 (lause 3.15), ja Q ∼= Z3 (lause 3.5). Edelleen koska
P,QCG, niin G ∼= P ×Q. Näin saadaan vaihtoehdot:
(i) Z4 × Z3 ∼= Z12, sillä syt(3, 4) = 1.
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(ii) Z2 × Z2 × Z3 ∼= Z2 × Z6, sillä syt(2, 3) = 1.
Tapaukset (i) ja (ii) kattavat kaikki tapaukset kertalukua 12 olevista Abelin ryhmistä,
joten väite pätee.
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3.3 Yhteenveto pienistä kertaluvuista
Taulukossa 3.1 on esitetty tässä työssä luokitellut ryhmät kertaluvuittain.
Taulukko 3.1: Pienen kertaluvun ryhmät luokiteltuna
Kertaluku Ryhmien lkm Ei-Abel Abel Lause
1 1 Z1 3.3
2 1 Z2 3.5
3 1 Z3 3.5
4 2 Z4, Z2 × Z2 3.15
5 1 Z5 3.5
6 2 D6 = S3 Z6 3.19
7 1 Z7 3.5
8 5 Q, D8 Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2 3.39 ja 3.36
9 2 Z9, Z3 × Z3 3.15
10 2 D10 Z10 3.19
11 1 Z11 3.5
12 5 A4, D12, T Z12, Z2 × Z6 3.48 ja 3.49
13 1 Z13 3.5
14 2 D14 Z14 3.19
15 1 Z15 3.20
Kertalukua 16−30 olevista ryhmistä kertalukua 17, 19, 23 ja 29 olevat ovat syklisiä (eli
∼= Zp). Kertaluvut 21 = 3·7, 22 = 2·11 ja 26 = 2·13 saadaan lauseen 3.35 avulla. Kertaluku
25 voidaan lausua muodossa 52, joten lause 3.15 pätee tähän. Kertalukua 16 = 24 olevia
ryhmiä puolestaan on 14 erilaista ja tämä vaatisi oman käsittelynsä. Lisätuloksia vaatisivat
myös kertaluvut 18 = 2 · 32, 20 = 22 · 5, 24 = 23 · 3, 27 = 33, 28 = 22 · 7, 30 = 2 · 3 · 5.
Tämän voi käsittää olevan esimakua sille, että ainakaan tällä tavalla tehtynä luokit-
teluun tarvittava työ ei lopu ihan heti kesken. Helppoa se ei joka tapauksessa ole, sillä
äärelliset yksinkertaiset ryhmät (joiden voidaan käsittää olevan äärellisten ryhmien ra-
kennuspalikoita) on luokiteltu ja nämä tulokset yhteenlaskettuna koko tarina on toista-
kymmentätuhatta sivua pitkä. Käsitellään tätä aihetta hieman seuraavassa luvussa.
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Pidemmälle
Esitellään tässä luvussa vielä muutama tulos, jotka liittyvät ryhmien luokitteluun. Pal-
jastuu, että kaikki Abelin ryhmät voidaan kutistaa yhteen lauseeseen ja esitellään mitä
tarkoittavat äärelliset yksinkertaiset ryhmät ja niiden luokittelu.
Huomautetaan vielä, että tiettyä kertalukua olevien ryhmien lukumäärälle ei nykyi-
sellään tunneta lauseketta. Näitä on kuitenkin laskettu tietokoneen avulla. Eräs tietoko-
neohjelma, jolla ryhmiä voi tutkia on nimeltään GAP (Groups, Algorithms, Programming
- a System for Computational Discrete Algebra). Esimerkiksi:
> SmallGroupsInformation ( 1 2 ) ;
There are 5 groups o f order 12 .
1 i s o f type 6 . 2 .
2 i s o f type c12 .
3 i s o f type A4 .
4 i s o f type D12 .
5 i s o f type 2^2x3 .
4.1 Äärellisten Abelin ryhmien peruslause
Taulukkoa 3.1 katsomalla voi alkaa aavistelemaan, että vaihdannaisten ryhmien ja jään-
nösluokkaryhmien välillä saattaa olla yhteys. Näin onkin; jokainen vaihdannainen ryh-
mä voidaan lausua jäännösluokkaryhmien suorana tulona, kuten seuraava lause osoittaa.
Todistus on muutama sivua pitkä, mutta se löytyy kohtalaisen helposti kirjallisuudesta.
Tässä työssä todistus sivuutetaan.
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Lause 4.1. (Engl. The Fundamental Theorem of Finite Abelian Groups). Olkoon G ää-
rellinen Abelin ryhmä. Tällöin G on isomorﬁnen ryhmän Z
p
k1
1
× Z
p
k2
2
... × Zpknn kanssa,
missä n, k ∈ N+ ja pi alkuluku, kun 1 ≤ i ≤ n.
Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [8].
4.2 Äärellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelusta
Tarkastellaan lopuksi äärellisiä yksinkertaisia ryhmiä, joilla on ryhmäteoriassa erityisen
keskeinen rooli.
Määritelmä 4.2. Ryhmää, jolla ei ole epätriviaaleja normaaleja aliryhmiä, kutsutaan
yksinkertaiseksi.
Edellä oleva määritelmä siis tarkoittaa, että yksinkertainen ryhmä on sellainen ryhmä
G, jolla on normaaleina aliryhminään ainoastaan {e} sekä G.
Määritelmä 4.3. Olkoon G äärellinen ryhmä. Sanotaan, että jono
{e} = G0 EG1 EG2 E ...EGn−1 EGn = G
on kompositiojono, jos jonoon ei voida lisätä yhtään epätriviaalia normaalia aliryhmää.
Tekijäryhmiä Gi/Gi−1 kutsutaan jonon kompositiotekijöiksi.
Aiheeseen liittyy lause, jota kutsutaan Jordan-Hölderin lauseeksi ja sen mukaan ryh-
män G kaikki kompositiojonot ovat keskenään yhtä pitkiä ja niiden vastaavat komposi-
tiotekijät ovat keskenään isomorﬁsia. Lisäksi voidaan todistaa, että määritelmän 4.3 jono
on kompositiojono jos ja vain jos sen tekijäryhmät Gi/Gi−1 ovat yksinkertaisia.
Voidaan siis käsittää että äärelliset yksinkertaiset ryhmät ovat äärellisten ryhmien
rakennuspalikoita hieman samaan tyyliin kuin jokainen luonnollinen luku voidaan yksi-
käsitteisesti lausua alkulukujen tulona. Ryhmillä tällainen tekijäesitys ei kuitenkaan ole
yksikäsitteinen, sillä kahdella eri ryhmällä voi olla sama kompositiojono, vaikka ryhmät ei-
vät olisi keskenään isomorﬁsia. Kuitenkin tälläinen rakennuspalikkaidea pohjana voidaan
keskittyä luokittelemaan juuri nämä yksikertaiset ryhmät ja sitä kautta saada tietoa myös
ei-yksinkertaisista ryhmiä. Tuloksena on seuraava lause.
Lause 4.4. (Äärellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulause). Jokainen äärellinen yk-
sinkertainen ryhmä on jokin seuraavaa tyyppiä.
(i) Kertalukua p oleva syklinen ryhmä, missä p on alkuluku
(ii) Alternoiva ryhmä An, missä n ≥ 5
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(iii) Klassinen Lie-tyypin ryhmä
(iv) Poikkeuksellinen Lie-tyypin ryhmä
(v) Ryhmä, joka ei kuulu mihinkään edellisistä, nk. sporadinen ryhmä, joita on 26 eri-
laista.
Hauskana yksityiskohtana sporadisiin ryhmiin kuuluu hirviöryhmäM , jonka kertaluku
on 808017424794512875886459904961710757005754368000000000. Vauvahirviökin löytyy,
ja sen kertaluku on vain 4154781481226426191177580544000000. Edellä tyyppi (i) on ai-
noa vaihdannainen ryhmäluokka. Alunperin tämä lause on seurausta noin 500 artikkelin
kokoelmasta, joita on ollut kirjoittamassa yli 100 matemaatikkoa. Nämä artikkelit on kir-
joitettu vuosina 1950 − 1980 (viite [12]). Sittemmin tuloksia on koottu yksiin kansiin ja
siitä on muodostunut moniosainen kirjasarja [12]. Eräs kompakti aihetta käsittelevä teos
löytyy viitteestä [13].
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